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Resumen

En el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje del Calculo Integral en la carrera de
Ingenieria Eléctrica de la Universidad de Camagley, se observan insuficiencias en su
tratamiento didactico, cuando se manifiesta el acto de comprender y calcular una integral, lo
que incide en el desempefio correcto de los estudiantes al resolver problemas de aplicacion en
este tema de la matematica. La interpretacion del Teorema Fundamental del Calculo como la
integral de una razon de cambio y su cambio neto, visto también dentro de un proceso de
variacion y de acumulacion (PVA), es una potente herramienta matemaética, que permiten
calcular cantidades de magnitud relacionadas fundamentalmente con el pensamiento
ingenieril. El objetivo del presente articulo es ofrecer pautas para el tratamiento didactico-
matematico del proceso de ensefianza-aprendizaje del Calculo Integral y mostrar ejemplos de
Situaciones Didactico-Matematicas (SDM) para el tratamiento de los problemas de variacion y
acumulacién del Calculo Integral en problemas ingenieriles.

Palabras clave: Situaciones Didactico-Matematicas.Procesos Variacion-Acumulacion.

SITUACOES DIDATICNO-MATEMATICA§ PARA O TRATAMENTO DE
PROCESSOS DE VARIACAO E ACUMULACAO DE CALCULO INTEGRAL EM
PROBLEMAS DE ENGENHARIA

Resumo

No desenvolvimento do processo de ensino-aprendizagem do Calculo Integral na carreira de
Engenharia Elétrica da Universidad de Camagley, observam-se insuficiéncias em seu
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tratamento didatico, quando se manifesta o ato de compreender e calcular uma integral, o que
afeta o desempenho correto de os alunos na resolugdo de problemas de aplicagdo neste tdpico
de matematica. A interpretacdo do teorema fundamental do Célculo como a integral de uma
taxa de variacdo e sua variacdo liquida, também vista dentro de um processo de variacéo e
acumulacdo (PVA), é uma poderosa ferramenta matematica, que permite calcular grandezas
fundamentalmente relacionadas com o pensamento de engenharia. O objetivo deste artigo é
oferecer diretrizes para o tratamento didatico-matematico do processo ensino-aprendizagem de
Célculo Integral e mostrar exemplos de SituacBes Didatico-Matemaéticas (SDM) para o
tratamento de problemas de variacéo e acimulo de Calculo Integral em engenharia problemas.
Palavras-chave: SituacGes Didatico-Matematicas. Processos de variagdo-acumulag&o.

DIDACTIC-MATHEMATICAL SITUATIONS FOR THE TREATMENT OF
PROCESSES OF VARIATION AND ACCUMULATION OF INTEGRAL
CALCULATION IN ENGINEERING PROBLEMS

Abstract

In the development of the teaching-learning process of Integral Calculus in the Electrical
Engineering career of the University of Camaguey, deficiencies are observed in its didactic
treatment, when the act of understanding and calculating an integral is manifested, which
affects the correct performance of students when solving application problems in this subject
of mathematics. The interpretation of the fundamental theorem of the Calculus as the integral
of a rate of change and its net change, also seen within a process of variation and accumulation
(PVA), is a powerful mathematical tool, which allows to calculate quantities of magnitude
fundamentally related with engineering thinking. The objective of this article is to offer
guidelines for the didactic-mathematical treatment of the teaching-learning process of Integral
Calculus and to show examples of Didactic-Mathematical Situations (SDM) for the treatment
of problems of variation and change of Integral Calculus in engineering problems.

Keyword: Didactic-Mathematical Situations. Variation-Accumulation Processes.

Introduccion.

El proceso de ensefianza-aprendizaje (PEA) de la Matemaética en el contexto de las
carreras de Ingenieria, tiene como principal objetivo contribuir a la lograr que el futuro
ingeniero sea capaz de modelar y analizar los procesos técnicos, econémicos y cientificos, con
el empleo tanto de metodos analiticos como aproximados, utilizando de manera eficiente y
critica las técnicas de calculo.

El descubrimiento por parte de Newton de los calculos diferencial e integral, abri6 el
camino de la solucion de disimiles problemas, analisis de las razones de cambio y célculo de
magnitudes tales como desplazamiento, velocidad, aceleracion, etc., calculo de areas,
volumenes de cuerpos, centros de masa, momentos de inercia, trabajo de una fuerza, entre

otros.
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En lo particular el Calculo Integral (CI) debe permitirle al estudiante comprender temas
de mecanica, fisica, andlisis de circuitos, resistencia de los materiales, etc., asociados a los
PVA, de ahi la importancia de relacionar el contenido del CI con la profesion y tener en cuenta
la comprension de sus objetos, métodos y procedimientos en funcién de la ingenieria, lo que
precisa no solo el tratamiento del contenido sino la légica profesionalizante con que este se
tiene que presentar.

Se coincide con Bueno (2021), quien caracteriza el PEA del ClI para las carreras de
ingenieria, como:

Proceso formador que se proyecta a la ampliacién de recursos didacticos que
generalizan a los objetos y procesos matematicos, evidenciando la l6gica dialéctica
entre lo abstracto-concreto, el andlisis-sintesis, la induccién-deduccion, y donde la
relacion dialéctica ensefianza-aprendizaje articula los diferentes significados
practicos de los objetos del CI, en la solucion de problemas matematicos
contextualizados a la ingenieria, con caracter integrador, bilateral, problematizador,
interdisciplinario, y desarrollador que transforma el desempefio profesional de
estudiante.

Por otra parte, no se debe obviar que, desde este proceso, ademas, se debe contribuir a
la formacion de integral de los futuros ingenieros, tanto en el sentido del pensamiento como de
los sentimientos, desde él se debe motivar al estudiante para la solucion de problemas y
convertir en necesidad el dominio del contenido matematico.

Asi, hoy se reconoce la necesidad de un proceso de ensefianza-aprendizaje del Cl
donde se creen las condiciones para que los estudiantes no solo se apropien de los
conocimientos, sino que desarrollen habilidades, formen valores y adquieran estrategias que le
permitan actuar de forma independiente, comprometida, creadora para resolver los problemas
a los que debera enfrentarse en su futuro personal y profesional.

No obstante, los resultados obtenidos diferentes investigaciones Iglesias, Alonso y
Gorina (2017); Carvalho y Oliveira (2018); Radmehr y Drake (2020), demuestran que aun
persisten insuficiencias en el proceso de ensefianza-aprendizaje del CI en las carreras de
ingenieria, ya que; en este, de manera general no se utilizan las aproximaciones de sumas
integrales, se abusa de utilizacion del Teorema Fundamental del Calculo (TFC), sin relacionar
otras practicas y objetos que permiten resolver problemas de aplicacion con los PVA.

En ese sentido, se encuentra con bastante frecuencia en la practica educativa
universitaria que los profesores de Matematica reducen el trabajo con los objetos del CI

mediante el uso de los métodos algebraicos, lo que no contribuye a la comprension de forma
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articulada de los PVA que necesitan para mejorar el desempefio en la solucién de problemas
matematicos.

Lo anterior es corroborado por diversas investigaciones didacticas, entre las que se
destacan Contreras y Ordofiez (2006), Contreras, Ordofiez y Wilhelmi (2010), Bueno
(2021),que evidencian que es dificil para los estudiantes resolver ejercicios de aplicacion del
Cl cuando se les pide usar sus objetos en situaciones no procedimentales o cuando éste no se
reduce a la utilizacion de los métodos algebraicos.

De igual manera, Pérez y Blanco (2019), enfatizado posteriormente por Pérez (2020),
refieren:

La necesidad de formar a los ingenieros para que participen en la solucion de
problemas reales y trabajen en equipos integrados por especialistas de otras
profesiones para construir modelos matematicos, elegir los métodos matematicos
més adecuados para la solucion de problemas y/o analizar modelos
matematicos y sus calculos aproximados, con auxilio de la tecnologia, lo que
requiere de un alto rigor en la formacién y desarrollo conceptual en la
Matematica como via esencial para su participacion independiente y creadora en
la resolucidn de problemas ingenieriles.

Coincidimos con los autores anteriores, ademas, en cuanto a que el rigor en la
formacion y desarrollo conceptual en la Matematica es esencial en la formacidn del ingeniero,
y sugieren el andlisis de la orientacion didactica de esta asignatura en funcion de las
relaciones, formaciéon y desarrollo conceptual-procedimental contextualizado a la ingenieria.

Ese rigor, segun Pérez (2020), debe lograrse en cada una de asignaturas de Matematica
que forman parte del curriculo, que se orientan al Calculo Diferencial e Integral de funciones
de una y varias variables, el analisis vectorial, el Algebra Lineal, la Geometria Analitica,
Métodos operacionales de calculo, Probabilidades, Estadistica y Variable Compleja, entre
otras, que estan distribuidas en los primeros semestres de las carreras de ingenierias.

El objetivo del presente articulo es ofrecer pautas para el tratamiento didactico-
matematico del proceso de ensefianza-aprendizaje del Cl y mostrar ejemplos de Situaciones
Didactico-Matematicas (SDM) para el tratamiento de los problemas de PVA del CI en
problemas ingenieriles
Marco tedrico.

Los referentes que sirvieron de base para el tratamiento didactico-matematico del

proceso de ensefianza-aprendizaje del ClI, son:
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El enfoque histérico-cultural de (Vygotsky, 1987), especificamente lo relacionado con
el papel desarrollador del aprendizaje y la ensefianza; la concepcién del aprendizaje como la
actividad de produccion y reproduccion del conocimiento bajo condiciones de orientacion e
interaccion social entre docentes y estudiantes de forma permanente, interiorizando formas
concretas de su actividad interactiva, las que se convierten en sistemas de signos que
mediatizan y organizan el funcionamiento integral de todas sus funciones psiquicas; es decir,
la concepcion del aprendizaje matematico como construccion personal e interactiva,
mediatizada y condicionada por los elementos situacionales del contexto, la relaciéon entre
pensamiento y lenguaje.

El enfoque ontosemidtico (EOS) del conocimiento y la instruccion matematica
(Godino, Batanero y Font, 2007), que entiende la Matematica como una actividad de las
personas implicadas en la solucién de cierta clase de situaciones-problemas, e interpreta el
significado institucional y personal de los objetos matematicos en términos de los sistemas de
préacticas operativas, discursivas y normativas que se ponen en juego en la solucion de dichas
situaciones.

De los autores Crisostomo, Orddfiez, Contreras, y Godino (2004); se han tomado los
significados institucionales sobre los objetos de la integral definida desde la perspectiva de la
didactica de la Matematica. Este estudio aportd criterios para seleccionar, las distintas
configuraciones epistémicas (finita, intuitiva, infinita, primitiva, sumatoria, analitica,
generalizada) y los objetos primarios de la actividad matematica.

Los estudios de Duval (2006), Otte (2006), Arzarello y Sabena, (2011) los cuales
reconocen la mediacion semiotica y la utilizacion de diferentes formas de representacion como
medio para exteriorizar las representaciones mentales; es decir, para hacerlas accesibles a los
demas.

En el orden metodoldgico en el presente trabajo ademas se asumen los presupuestos de
la Matematica en contexto de las ciencias Camarena (2009), Azcarate y Camacho (2003),
especificamente:

Se precisa integrar la Matematica con situaciones globales y de otras ciencias,
presentar los contenidos buscando el equilibrio entre las dos dimensiones de la
Matematica: como objeto y como medio o instrumento; enfatizar en el proceso de
abstraccion, la incorporacion de las Tecnologias de la informacion y las
Comunicaciones (TIC) como instrumento que permite trabajar la representacion y
visualizacién dando mayor importancia a los métodos graficos y numéricos.
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De Montes de Oca (2020) se consideran las SDM como:

Formas de presentacion del contenido y un recurso metodoldgico que coadyuva
a una participacion activa, reflexiva, responsable y critica de los estudiantes y
docentes, pues posibilitan prestar atencién a los requerimientos que constituyen el
nlGcleo fundamental de cada uno de los campos de accion del docente en el
tratamiento didactico de los objetos y procesos matematicos, con especial atencion a
los relacionados con la comunicacién que se lleva a cabo en el contexto del aula, el
trabajo con los diferentes registros de representacion semidtica y la utilizacion del
lenguaje matematico.

Asi de la referida autora, se asumen las caracteristicas generales de las SDM, entre las
que se destacan las siguientes:

. P
ermiten organizar el tratamiento didactico de los objetos y procesos matematicos en
atencion a los diferentes contextos.

[ ] O
torgan prioridad a los procesos cognitivos-comunicativos y socio culturales en los que
el lenguaje matematico participa.

o P
ermiten la articulacion entre los diferentes registros de representacion de los objetos
matematicos y la transferencia del conocimiento utilizado en un contexto a otro
contexto diferente.

[ ] E
n ellas se concreta la orientacion comunicativa y contextualizada de los objetivos,
contenidos y métodos.

. P
ermiten valorar las interacciones de los docentes, los alumnos y de estos con los
recursos didacticos.

° P
ropician la gestion del conocimiento a través de multiples fuentes y en especial a partir

del empleo de las tecnologias de la informacion y las comunicaciones.

Para el disefio y valoracién de la actividad matematica mediante el desarrollo de SDM

se utilizan como objetos los definidos por (Godino et al., 2017, p. 3):
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Situaciones-problema: son las aplicaciones intramatematicas o extramatemaéticas,
entendidas como las tareas que inducen la actividad matematica.

Lenguajes: son aquellos términos y expresiones matematicas; notaciones, simbolos,
representaciones graficas en sus diversos registros (gestual, oral, escrito).

Conceptos: son las entidades matematicas que se introducen mediante descripcion o
definicion.

Proposiciones: aquellas propiedades o atributos; enunciados sobre conceptos.

Procedimientos: son las técnicas de calculo, operaciones y algoritmos.

Argumentos: son los enunciados requeridos para justificar o demostrar las
proposiciones o explicar los procedimientos.

Los referentes tedricos enunciados dieron lugar a la formulacion de los presupuestos

metodoldgicos que se exponen a continuacion, y luego se concretan en las SDM.

Pautas para el tratamiento didactico-matematico del PEA del ClI.

Concebir el aprendizaje mateméatico como un proceso comunicativo, todo lo cual
implica considerar las representaciones semioticas como un medio del cual dispone el
estudiante para exteriorizar sus representaciones mentales; es decir, para hacerlas accesibles a
los demas.

Concebir el aprendizaje matematico como un proceso consciente de apropiacion de
“saberes matemadticos”, que se produce a través de la actividad matematica mediada por el
profesor en el plano social y las tecnologias digitales como mediadores instrumentales.

Concebir la actividad matematica que favorezca el desarrollo del pensamiento
matematico avanzado y que incluye el aprendizaje de procesos como: generalizar, y modelar
como los més potentes.

Las SDM deben guiar la practica formativa del estudiante para la integracion arménica
de los saberes con la implicacion personal de los estudiantes por alcanzar un objetivo
integrador, que incentiven el desarrollo del pensamiento matematico y la comunicacion
interpersonal entre los estudiantes, estimulando la confrontacion de criterios, el intercambio, el
dialogo, el aprendizaje cooperativo y participativo, que refuercen el papel educativo que tienen
estas acciones en la formacion integral.

La necesidad de incorporar las TIC como herramienta de apoyo en el aprendizaje y que

posibiliten las interacciones entre los estudiantes, profesores y entre estos con el contenido y
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las tecnologias digitales, para hacer posible la construccion personalizada y colaborativa de
significados mediante diversos procesos cognitivos, afectivos y volitivos.

Se considera al Cl como una potente herramienta matematica que permite calcular
cantidades de magnitud relacionadas fundamentalmente con el pensamiento ingenieril. A
través de los afios y hasta nuestros dias, su interpretacion tradicional ha estado dada por el
reconocimiento de la operacién inversa que existe entre derivada e integral, cuestion que ha
favorecido la solucion de problemas de aplicacion de los objetos del CI.

Complementar la interpretacion del CI desde el reconocimiento de las matematicas del
cambio como un componente esencial para desarrollar el pensamiento ingenieril, desde el uso
de los objetos complejos del CI en la solucion de problemas, resulta importante para la
aplicacion de los objetos definidos como complejos del Cl de forma adecuada en la solucién
de problemas.

También, articular las nociones de PVA, a través de este componente, las cuales se
relacionan con la derivada y la integral, respectivamente, es esencial en la organizacion del
calculo que, a su vez, se apoyan en los objetos matematicos, igualmente complejos: funcion y
limite, Robles, Tellechea y Font (2014). Un ejemplo de esta relacion, se manifiesta en la
relacion que existe entre la velocidad instantanea de variacion y el cambio acumulado o neto
representado por la distancia recorrida por un movil, cuando se resignifica el calculo del area
debajo de una curva, Stewart (2012).

Significar el TFC como la conexidn que se establece entre las dos ramas del célculo: el
calculo diferencial y el calculo integral. EI TFC precisa la relacion inversa entre la derivada y
la integral, permite calcular con gran facilidad areas e integrales, sin tener que calcularlas
como limites de sumas.

Interpretar el TFC como la integral de una razén de cambio y su cambio neto, lo cual
. : b
es necesario para lograr lo anterior expuesto, representado por _I“E F'(x)dx=F(b) —F(a), y

proceder determinando, en el caso de la integral definida, con el calculo del area debajo de la
curva y resignificarla a otra cantidad donde se aplique este tipo de integral en las ciencias
exactas, naturales o sociales.

Las siguientes SDM ilustran este tipo de interpretacion que abordan problemas del
calculo ingenieril tratando los PVA desde la resignificacion de problemas clasicos del Cl y la

interpretacion del TFC.
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Ejemplificacion de las SDM en problemas de carreras ingenieriles.
SDM 1: Un conductor eléctrico transporta una corriente eléctrica variable con el

-t
tiempo, que decrece segln la ecuacion i(t) = I,e =, donde su valor maximo es I, = 24 y la
constante de tiempo de capacidad del circuito es T = 100s. Calcular a) La carga eléctrica

total que atraviesa cualquier seccion transversal del conductor eléctrico entre el instante

inicial y t = t; b) La carga eléctrica total que atraviesa cualquier seccién entre el instante
inicial y t — oo,

Solucion:

Notese que la ecuacion dada de la corriente eléctrica "i(t)" modela un circuito

eléctrico resistivo-capacitivo "RC", donde ocurre un proceso de almacenamiento de la carga
en el capacitor, cuyo grafico de corriente eléctrica i (eje ) vs tiempo t (eje x), se modela en
toda su extension en la figura |, a través de una funcidn trascendente exponencial decreciente,
con apoyo del asistente matematico para graficar GeoGebra. El intervalo de interés

0 < t = oo, figura Il, modela el problema en cuestion, ya que resulta no razonable tomar el

tiempo negativo.

Curva de ift) descrita por una
Funcién Exponencial Decreciente
en todo su dominio

\

=150 -100 =50 0 50 100 150 200 250 300 350 400

-2
Figura I. Curva de la funcién i{t} en el intervalo —o2 < £ = o2,
Fuente: elaborado por los autores

En el grafico de la figura Il, ademas, se puede observar la variacion de la corriente
eléectrica (ordenada), en decrecimiento, en la medida que varia el tiempo (abscisa), en

aumento; describiéndose asi, el proceso de carga del capacitor.
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i(4)

Corriente Eléctrica
Vs

T Tiempo

0 10 20 30 40 50 50 70 80 90 100 110
t(seg)

-1

Figura Il. Curva de la funcioni (t}ampliada en el intervalo de interés 0 < t < o
Fuente: elaborado por los autores

De igual manera, este comportamiento variable podemos constatarlo al tabular la
ecuacion dada, ver tabla 1, seccion A, donde se muestra la variacion de todos los parametros

que intervienen en el calculo de i(t) respondiendo a la funcion trascendente
exponenciali(t) = I,e T, cuya tendencia al infinito positivo es cero. Por otro lado, la
seccion B de la tabla 1 muestra la particion del area bajo la curva descrita por la funcién i(t)
en el intervalo positivo del eje x, donde se construyen infinitos rectangulos de lados At (base)
ei(t) (altura), cuyas areas (i(t).At) acumuladas (sumas de Riemann: ) describen toda la

region bajo la curva, luego el limite, cuando At se toma lo més pequefio posible, de la sumas

_b .
de dreas acumuladas (lim X, i(£)At = lim E?:i(lue T)ﬂt] resulta el area bajo la curva y
L= oo

n—oo

la postre el valor de la carga del condensador en su estado de equilibrio (cargado).

Tabla 1- Seccion A) Muestreo de la variacion de la corriente respecto al tiempo. Seccion B)
Particion del area bajo la curva de i(t).

Seccion A) Seccién B)
No. t lo T T i(t) At Ai i(t)*At Ti(t)*At
iteraciones (seg) (A) (seg) (A) (seq) (A) (A.seq) (A.seq)
1 0 2 100 0 2 0.5 1 1
2 0.5 2 100 0.005 1.990024958 0.5 0.009975042 0.995012  1.995012

3 1 2 100 0.01 1.980099667 0.5 0.009925291  0.99005 2.985062

200 995 2 100 0.995 0.739446889 0.5 0.003706493 0.369723  126.7404
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201 100 2 100 1 0.735758882 0.5  0.003688007 0.367879  127.1083
202 1005 2 100 1.005 0.73208927 0.5 0.003669613 0.366045  127.4744

1001 500 2 100 5 0.013475894 0.5  6.75482E-05 0.006738  199.1562
1002 5005 2 100 5.005 0.013408683 0.5 6.72113E-05 0.006704  199.1629

LimZi(®)*At 200.0000

Fuente: elaborado por los autores

Escoger el Atlo més proximo a cero, permite aumentar la rectangularizacion del
intervalo del area bajo la curva de i(t}, genera un mayor numero de iteraciones y garantiza

una mejor precision en el resultado, como se muestra en la tabla 2, acercandonos al valor que
pudiéramos obtener a través del TFC.

En el diagrama de la figura 11l se muestra una interpretacion mas contextualizada del
ejercicio a través de la conexidn entre los distintos elementos sugeridos que intervienen en el
ejercicio; el medidor o registrador de carga que opera como contador de la cantidad de carga
que atraviesa el conductor eléctrico, similar al contador de la cantidad de agua en una
instalacion hidraulica, el circuito RC compuesto por la resistencia "R" y el capacitor "C",
equivalentes ambos, interconectados por los conductores eléctricos, tal como tuberias de agua
en un sistema hidraulico, a través de los cuales circula una corriente eléctrica i(t) variable con

Tabla 2- Seccion A) Variacion de la corriente respecto al tiempo. Seccion B) Particidn del
area bajo la curva de i(t).

Seccion A) Seccion B)
No. t lo T T i(t) At Ai i(t)*At Ti(t)*At
iteraciones (seg) (A) (seg) (A) (seg) (A) (A.seg) (A.seQ)
1 0 2 100 0 2 0.5 1 1

2 0.5 2 100 0.005 1.990024958 0.5 0.009975042 0.995012  1.995012

1001 100 2 100 1 0.735758882 0.1  0.000736127 0.073576 126.5609

LimZXi(t)*A¢t 200.0000

Fuente: elaborado por los autores

el tiempo, provocada por la diferencia de tension variable con el tiempo aplicada en los

extremos de la instalacion.
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J i(t) ift) ift) J

¢——p—| Medidor de Carga — CircuitoRC | —p—o

Figura I11: Diagrama de conexion entre los distintos elementos que intervienen en el ejercicio.
Fuente: elaborado por los autores

Desde la fisica, si la rapidez del flujo de carga "q" varia con el tiempo entonces la
corriente eléctrica resulta, también, variable con el tiempo y viceversa; respondiendo a la
expresion matematica:

_da@®

i(t) n

La corriente eléctrica es la misma para todas las secciones transversales del conductor
eléctrico, en el mismo instante de tiempo, aun cuando el &rea de la seccion transversal pueda
ser distinta en diferentes puntos. Resulta entonces, que despejamos la expresion anterior:
dq(t) = i(t)dt

Integramos ambos miembros:

J. dq(tj=J. i(t)dt

Luego la expresién buscada de la carga es:
q(t) = J i(t)dt

Sustituimos i(t) por su expresion y aplicamos el TFC para el intervalo [0, t]:
T
a(® = [ e/
o
— —t/T t
Q) = (,(-TeT) [

QO =1,T(1-e7T) (1)

Luego :
a) Evaluamos la expresion (1) parat =T y obtenemos Q(100) * 126 C, que resulta la carga

total que atraviesa cualquier seccion transversal del conductor eléctrico entre el instante inicial

yt=T.
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Este comportamiento gréfico, corriente eléctrica i (ordenada) vs tiempo t (abscisa),
puede ser apreciado en la representacion realizada a través del asistente matematico
GeoGebra en la figura IV, donde obtenemos a través del TFC el area bajo la curva en el
intervalo dado y su correspondencia con el fenémeno fisico de la carga eléctrica; de igual
manera en la figura V hallamos el area bajo la curva a través de la particion del intervalo dado
y el limite de la suma de los diferenciales de areas obtenidos, quedando evidenciados los PVA

; ki
manifiestos: f;(IDe_t’T]dt= lim 37, (IDe T)ﬁt.
Fl =00

a4
A=126.42
q = 12642
e
14
a
o 20 40 &0 &0 100
Figura IV: Area bajo la curva de i(t) segtin TFC.
Fuente: elaborado por los autores
34 o |
A= 12564 F -.'-!'; Az = I(a : 1At
q = 125.64
T3
1 "7
a
o 20 40 60 g0 100

Figura V: Area bajo la curva de i(t)segun particion del intervalo
Fuente: elaborado por los autores

b) Evaluamos la expresién (1) para t — ==y obtenemos Q=) = I[,T — Q(==) #* 200 C
Veamos, entonces, los objetos utilizados para el disefio y valoracion de la actividad
matematica en el desarrollo de esta SDM 1, que encontramos referidos en el cuadro 1.
Cuadro 1: Objetos utilizados en el desarrollo de la SDM 1.

Objetos Descripcion

Situaciones-problema Calcular el area bajo la curva a través de la particion del intervalo y el TFC,
resignificandola como la carga eléctrica total.

Lenguajes Carga eléctrica, corriente eléctrica, tension, constante de tiempo de capacidad del

circuito, funcién exponencial decreciente, particion del intervalo, region,
rectangularizacion del area bajo la curva, PVA, TFC, sumas de Riemann, graficar
usando GeoGebra, Cl, limite de las sumas de Riemann.

Conceptos Funcién exponencial, monotonia, area bajo una curva, PVA, TFC, sumas de
Riemann, limite.
Proposiciones P1: el area de la regidn bajo la curva en el intervalo en andlisis se resignifica como

la carga eléctrica total y se puede aproximar como la suma de las areas (cargas
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eléctricas) de los rectangulos en las que se divide la region bajo la curva en el
intervalo en analisis.

P2: el area (la carga eléctrica) en cada rectangulo se aproxima por el producto de
la corriente eléctrica instantanea (largo del rectangulo, eje y) por el diferencial de
tiempo segun la particion del intervalo (ancho del rectangulo, eje x).

P3: el area de la regién bajo la curva en el intervalo en andlisis (la carga eléctrica
total) se puede calcular, ademas, a través del TFC.

P4: el area de la region bajo la curva (la carga eléctrica total) en el intervalo
[0, e[, se puede aproximar como limite cuando t — @ de la suma de las areas
(cargas eléctricas) de los rectangulos en las que se divide la region bajo la curva en
el intervalo en anlisis.

Procedimientos

Dividir el area bajo la curva, calcular areas de los rectangulos, evaluar el limite de
las sumas de Riemann, realizar calculos aritméticos a través del TFC, representar
la funcién exponencial con GeoGebra.

Argumentos

Es necesario representar la curva con GeoGebra, particionar la region bajo la
curva a través de rectadngulos, realizar los célculos pertinentes para encontrar las
sumas de Riemann, hallar su limite y comparar el resultado con el obtenido usando
el TFC. Se mide la acumulacion de la carga eléctrica mediante el calculo de una
integral definida y se considera como su limite.

Fuente: elaborado por los autores

Finalmente, relacionamos a continuacion algunas observaciones técnicas que resultan

importantes e interesantes:

ara un circuito RC, cuando el tiempo coincide con la constante de tiempo de

capacidad del circuito t = T, el valor de la carga alcanza es el 63% de la carga de equilibrio en

el condensador, o sea se dice que el condensador esta al 63% de carga.

a carga en equilibrio en el condensador corresponde a cuando t—o0, 0 sea se dice

que el condensador esté totalmente cargado.

SDM 2: El diametro exterior de una polea es 800mm y la seccién transversal de su

corona es como se muestra en la figura VI. Si se sabe que la polea estd hecha de acero,

determine el volumen de la polea que se forma al rotar la seccién transversal de la corona de

la polea respecto al eje x.

354

!—— 100 nun—‘ 20 mm

oY% i l
R2 R3} 30 mm |
_+ 400 mm

3
l“l" 60 mm ""“I
20 mm 20 mm

Figura VI: Seccion transversal de la corona de la polea.

Fuente: tomado de Mecdnica Vectorial para Ingenieros
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Solucioén:

El ejercicio se reduce a la busqueda del volumen de la corona. Si aplicamos el teorema
de Pappus-Guldinus sobre el céalculo del volumen: EI volumen de un cuerpo de revolucion es
igual al &rea generatriz multiplicada por la distancia recorrida por el centroide del area al

momento de generar el cuerpo, entonces tendriamos, que el elemento dA del area A, se rota

con respecto al eje x, ya que el teorema no puede aplicarse si el eje de rotacion interseca al

area generatriz, (figura VII A), luego el volumen dV generado por el elemento dAes igual a

2mydA.

<|

A ‘ B N

dv 2T

Figura VII: Corona de la polea en revolucion.A) Area generatriz.
B) Distancia recorrida por el centroide del area
Fuente: elaborado por los autores

Por tanto, el volumen total generado por A es:
dV = 2nydA

V= f 2mydA

Para determinar las coordenadas del centroide de una placa homogénea tenemos las

ecuaciones:

XA = J-x.clﬂ

VA = fy.dﬁ
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El punto cuyas coordenadas son x y y se conoce como el centroide C del area A de la
placa (figura VII B). Si la placa no es homogénea, estas ecuaciones no se pueden utilizar para
determinar el centro de gravedad de la placa; sin embargo, éstas aun definen al centroide del

area. El volumen del cuerpo se calcula por: V = [ 2rnydA, donde queda V = 2xyA, donde el
término (2my) es la distancia recorrida por el centroide C de A. Con el objetivo de simplificar

la solucion del ejercicio descomponemos la seccién transversal de la corona mostrada en la

figura VI en tres rectangulos, describiendo tres regiones R1, Rz, R3, dondeR, = Rg.a las cuales
les aplicamos la ecuacion V = [ dV & 2myA, en la tabla 3 se muestra el valor aproximado del

volumen del cuerpo a partir de la suma de los diferenciales de volumenes acumulados por

regiones.

Tabla 3:

Calculo del volumen del cuerpo

Regiones Coordenada del Distancia recorrida Area de la seccion Volumen.
centroide respecto al por el centroide. transversal.
eje de rotacion x.
R y 2ny A 2nyA
R1 0.390m 2.450m 0.02x0.1=0.002m? ~4,900x10°m?
R 0.365m 2.293m 0.03x0.02=0.0006m? ~1.376x10°m?
Rs 0.365m 2.293m 0.03x0.02=0.0006m? ~1.376x10°m?
Volumen total  =7.652 x10°*m®

Fuente: adaptado por los autores

Luego, los objetos utilizados para el disefio y valoracion de la actividad matematica en
el desarrollo de esta SDM 2 aparecen referidos en el cuadro 2.

Cuadro2: Objetos utilizados en el desarrollo de la SDM 2.

Obijetos Descripcion
Situaciones-problema Calcular el volumen de la pieza dada.
Lenguajes Volumen de la pieza, regiones, polea, corona de la polea en revolucién, area

generatriz, centroide, teorema de Pappus-Guldinus, PVA, sumas de Riemann, Cl,
limite de las sumas de Riemann, TFC.

Conceptos Volumen, polea, cuerpo en revolucién, area generatriz, centroide, teorema de
Pappus-Guldinus, PVA, TFC, sumas de Riemann, limite.
Proposiciones P1: el volumen de la pieza se puede aproximar como la suma de los diferenciales

de areas de la seccién transversal de la polea por la distancia recorrida por el
centroide de la seccion transversal de la polea en el momento de ponerla en
revolucién para generar el cuerpo.

P2: la seccidn transversal de la polea puede ser dividida en tres regiones, cuyas
secciones transversales conocidas (rectangulos), simplifican los célculos.

P3: el volumen de la pieza se puede aproximar como la suma de los diferenciales
de volumenes de cada region en la que se dividid.

P4: los diferenciales de volimenes de cada region se aproximan como la suma de
los diferenciales de &reas de la seccidn transversal de cada region por la distancia
recorrida por el centroide de cada regién en el momento de ponerla en revolucién
para generar el cuerpo.
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Procedimientos

Esquematizar la pieza a partir de su seccién transversal en revolucion,
esquematizar el centroide de la seccién transversal en revolucién, dividir la
seccion trasversal en regiones, calcular las distancias recorridas por los centroides
de cada region, calcular areas de los rectangulos descritos por las regiones,
calcular el volumen por regiones, calcular la suma de los diferenciales de
volUimenes de cada region, realizar calculos algebraicos a través del CI.

Argumentos

Es conveniente representar la pieza a partir de su seccidn transversal y el centroide
de la secci6n transversal, ambos tomados en revolucién para facilitar la
comprension de la solucién, dividir la seccion trasversal en regiones para
viabilizar los calculos, se conviene obtener el valor aproximado del volumen del
cuerpo a partir de la suma de los diferenciales de volimenes acumulados por
regiones.

Fuente: elaborado por los autores

Haber calculado el volumen de la pieza, utilizando la representacion semiotica de los

PVA, nos abre el camino al conocimiento de otras magnitudes fisicas importantes que

caracterizan a dicha pieza. Si conocieramos la densidad volumétrica especifica del material

empleado "p", segun valores que podemos encontrar tabulados, se puede calcular la masa de la

polea m = pV, a través de la cual podemos hallar el peso de la misma P = mg.

SDM 3: Hallar el potencial eléctrico para los puntos situados en el eje de un disco

circular uniformemente cargado, cuya carga por unidad de area es o, seguin muestra la figura

VIII.

Figura VII1:Punto P situado en el eje de un disco cargado uniformente de radio a

Solucion:

Fuente: adaptado por los autores

La teoria electromagnética muestra, que si se tiene una region en la que existe carga

eléctrica distribuida con densidad o, el campo eléctrico E y el potencial eléctrico V en un

punto del espacio, cuyo vector posicion es r, pueden ser evaluados mediante integrales.

Consideremos un dg formado por un anillo circular plano de radio “y”, y ancho dy tal

que:

dq = o(2my)(dy)
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Donde (2my)(dy) resulta el &rea del anillo circular plano y todas las partes de este

elemento de carga estan a la misma distancia r" = 4/r? 4+ y? del punto axial P, de esta manera

la contribucion dV al potencial electrico en P es:
1 dg

dv = '
dme, T

qv=_1 ,°Cm)(dy)

- — =
gy r2 4yl

®  oydy
V= f T (2)
o 25y/r?+y?

o [* d
V=— % «— calculo de la integral a través de un cambio de variables
EED o _Vl e _|_ }:r.r.
O - — a
= —— f s L p—
V EED (1.. r-+y I‘) ‘l:l
o 5
V=—I|4r“+a“—r 3
e (v ) ®

Este resultado de la ecuacion (3) es valido para cualquier valor de r conocido.

Ahora bien, un caso especial seria si r >» a, entonces el disco circular uniformemente
cargado se comportaria como una carga puntual y el termino Vri4a? se
transformaria,utilizando series de potencia en desarrollos de Maclaurin, aproximadamente
enr+ E—r finalmente el potencial eléctrico que resulta en el punto P seria:

o a’ oma’ 1 g
Ve—I(r+—)—r|= = -,
2g; ar dme,r dmeyr

donde g = oma® es la carga total del disco.

Los objetos utilizados para el disefio y valoracion de la actividad matematica en el
desarrollo de esta SDM 3 se reflejan en el cuadro 3.

Cuadro 3: Objetos utilizados en el desarrollo de la SDM 3.

Objetos Descripcion

Situaciones-problema | Calcular el éarea bajo la curva de la funcion integrando de la ecuacion (2),
resignificandola como el potencial eléctrico sobre el punto P.

Lenguajes Potencial eléctrico, campo eléctrico, densidad distribuida de carga eléctrica, funcién
integrando, PVA, sumas de Riemann, limite de las sumas de Riemann, TFC.

Conceptos Funcién integrando, area bajo una curva, integral definida, PVA, TFC

Proposiciones P1: el area de la region bajo la curva de la funcién integrando de la ecuacion (2) se
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resignifica como el potencial eléctrico para los puntos situados en el eje de un disco
circular uniformemente cargado.

P2: el potencial eléctrico para los puntos situados en el eje de un disco circular de radio
a, uniformemente cargado, se calcula exactamente a través de una integral definida,
segln la ecuacion (2).

P4: el valor el potencial eléctrico para los puntos situados en el eje de un disco circular

- - o e — -
de radio a, uniformemente cargado, esV = o {*-.-'r'* +a? — r} para cualquier valor de
1}

r.
P5: si r>a, el disco circular uniformemente cargado se comportaria como una carga

fatd 1 q :
puntual, donde V 2 e,y Y@= oma
Procedimientos Establecer la relacion entre el potencial eléctrico, la densidad de carga y la distancia al
punto, realizar célculos algebraicos a través del TFC.
Argumentos Se conviene hallar la acumulacion del potencial eléctrico, resignificado como el area

bajo la curva de la funcién integrando de la ecuacién (2), mediante el calculo de una
integral definida y se asume como su limite.

Fuente: elaborado por los autores

Generalizando, el potencial en un punto P cualquiera del espacio debido a una regién

en la que existe una carga eléctrica uniformemente distribuida con densidad g, cuyo vector de

posicion es T, figura 1X, .

Region Cargada

Punto de Observacion

Figura 1X: Punto P que dista de una region cargada.
Fuente: adaptado por los autores

puede ser evaluado mediante la integral:

1 p(r)a
V_dh'rsDJ- (4]

> 3

El calculo integral de la expresion (4) suele complejizarse en dependencia del tipo de

region cargada y el sistema de coordenadas que utilicemos, para lo cual se hace necesario el

uso de las TIC, a través de un asistente matematico apropiado para su solucion.
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Validacion de los resultados y consideraciones finales.

En el tratamiento del CI adn prevalece la problematizacion epistémica del contenido
desde un enfoque analitico y abstracto del contenido, aunque se aprecia la tendencia a usar los
procesos de variacion y acumulacion como contextualizacion y uso del Cl. ElI empleo
contextualizado de estos procesos, a través de nuevas SDM ha facilitado la motivaciéon y
comprension de los estudiantes en las clases sobre aplicaciones del ClI.

Los PVA presentes en el Cl no son magnificados, perdiéndose de vista su alcance y
potencialidades en la solucion de problemas complejos, por lo que la resolucion de situaciones
problemas, a través de nuevas SDM deben profundizar en la esencia de los PVA presentes en
los mismos, enfatizando en el uso de las diferentes representaciones semioticas, los objetos
matematicos primarios y su relacion con las actividades de aprendizaje, lograndose
resignificar los problemas clasicos del Cl y la interpretacion del TFC en problemas complejos
afines a la ciencia y la tecnologia.

El empleo, manejo y conocimiento de las TIC, mas especificamente de los asistentes
matematicos, resulta insuficiente. Esto implica que debemos ocuparnos de la incorporacion
progresiva y acelerada de estos medios didacticos al PEA de la Matematica, que permitan
optimizar el pensamiento matematico y lograr la interpretacion representacional de conceptos
y propiedades. En este caso, la representacion de los diferentes registros semi6ticos a traves de
asistentes matematicos afines a la problematica presentada es procedimiento esencial para el
entendimiento y solucion de las SDM, que unido al uso adecuado de otras acciones didacticas
como la descripcion, la interpretacion, la variacion de condiciones, la modificacion, entre
otras, permiten arribar a resultados, verificar procedimientos analiticos y resignificar los
objetos matematicos en términos de ciencia y la tecnologia.

Las SDM mostradas se han trabajado en estudiantes que cursan la carrera de ingenieria
eléctrica del curso por encuentro en su primer afio, conformando una muestra de 60
estudiantes, con la cual se propuso evaluar la aceptacion y capacidad de asimilacion de cada
una de las formas de presentacion de los PVA del CI, su interrelacion con el TFC vy la
resignificacion de los objetos matematicos a aspectos de interés en la carrera.

De manera general, pudimos determinar que los resultados obtenidos pueden ser
catalogados como favorables, en cuando a los aspectos valorados, ver cuadro 4.

Cuadro 4: Evaluacion de la capacidad de asimilacion y aceptacion de cada una de las
formas de presentacion de los PVA del Cl en las SDM.
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Formas de presentacion de los PVA del Cl Aceptacion Asimilacion
SDM 1 Muy positivo Positivo
SDM 2 Muy positivo Muy positivo
SDM 3 Muy positivo Positivo

Fuente: elaborado por los autores

El 90% de los estudiantes tuvo una buena aceptacion de las SDM y valoraron de muy
positivo la presentacion de problemas asociados a la ingeniera, lo cual desperto la motivacion
y el interés por la clase; consideraron importante el tratamiento dado a los objetos matematicos
y su resignificacion en magnitudes fisicas. De igual manera, en cuanto a la asimilacion del
contenido el 65% de los estudiantes presento un resultado positivo y muy positivo; y las
principales dificultades se centraron en la utilizacion del asistente matematico, el trabajo con
los PVA 'y los algoritmos utilizados en la bisqueda de la primitiva.

Las SDM constituyen un medio viable que le permite al profesional de la educacion
poder implementar nuevas estrategias que accionen en el PEA de los educandos. EI método
tradicional didactico que se establece en la relacion profesor-estudiante donde solo se instruye
al estudiante de contenidos y conceptos matematicos abstractos, quien los capta y los
reproduce tal como le fueron dados, va quedando atras. Se tiende al uso de un método
didactico donde intervienen el profesor y el estudiante, donde el medio didactico, facilita la
construccién del conocimiento a través de situaciones didacticas contextualizadas para lograr

un aprendizaje significativo, con la menor intervencion del docente.
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