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Resumen

En la presente investigacion se realiza un estudio del proceso de ensefianza aprendizaje (PEA)
de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), mas especificamente de las EDO con
parametro pequerfio, con el propdsito de estructurar dicho PEA permitiendo un mejor desempefio
de los estudiantes universitarios en la resolucion de tareas que involucren estas ecuaciones. Para
ello se presenta una alternativa que permita la estructuracion del PEA de las EDO con parametro
pequefio, que promueve el desarrollo comprensivo de las mismas. Esta propuesta debera
permitir al docente reevaluar y profundizar en el sistema de conocimientos, los métodos y
estrategias de dichas ecuaciones de manera general, para dar paso a nuevas estrategias
metodoldgicas que posibiliten el desarrollo del PEA de la matematica.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), parametro pequefio, proceso de
ensefianza aprendizaje (PEA)

DIDACTIC ALTERNATIVE FOR THE STRUCTURING OF THE TEACHING-
LEARNING PROCESS OF NON-HOMOGENEOUS LINEAR ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH SMALL PARAMETER.

Abstract

In the present investigation, it is presented a study is presented on the equations In the
present investigation, a study of the teaching-learning process of ordinary differential equations
is carried out, more specifically of the ODEs with a small parameter, with the purpose of
structuring said PEA allowing a better performance of university students in the resolution of
tasks that involve these equations. For this, an alternative is presented that allows the structuring
of the teaching-learning process of ordinary differential equations with a small parameter, which
promotes their comprehensive development. This proposal should allow the teacher to reassess
and delve into the knowledge system, the methods and strategies of these equations in a general
way, to give way to new methodological strategies that enable the development of the teaching-
learning process of mathematics.
Keywords: ordinary differential equations, small parameter, teaching learning process.

ALTERNATIVA DIDATICA PARA A ESTRUTURACAO DO PROCESSO ENSINO-
APRENDIZAGEM DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS LINEARES NAO
HOMOGENEAS COM PEQUENO PARAMETRO.

Resumo

Na presente investigacdo, é realizado um estudo do processo de ensino-aprendizagem de
equac0es diferenciais ordinarias, mais especificamente de equacgdes diferenciais ordinarias com
pequenos parametros, com o objetivo de estruturar o referido processo de ensino-aprendizagem
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permitindo um melhor desempenho dos estudantes universitarios no resolugdo de tarefas
envolvendo essas equacdes. Para isso, é apresentada uma alternativa que permite a estruturacéo
do processo ensino-aprendizagem de equacgdes diferenciais ordinarias com um pequeno
parametro, o que promove seu desenvolvimento integral. Esta proposta deve permitir ao
professor reavaliar e aprofundar o sistema de conhecimento, os métodos e estratégias destas
equacOes de uma forma geral, para dar lugar a novas estratégias metodoldgicas que possibilitem
o0 desenvolvimento do processo de ensino-aprendizagem da matematica.

Palavras-chave: equacOes diferenciais ordinarias, pequenos parametros, processo ensino-
aprendizagem.

Introduccion

Las universidades constituyen las instituciones que, de forma ineludible, tienen la tarea
de preparar a un individuo apto para enriquecer sus conocimientos, de manera que se garantice
lo tedrico - practico minimo indispensable y se desarrollen las capacidades creativas necesarias,
que favorecen a la formacién de un profesional competitivo. Por tal motivo el sistema
educacional universitario cubano se encuentra en constante perfeccionamiento, siendo una de
sus principales directrices el ensefiar a pensar. En este sentido, las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (EDO), como parte del sistema de conocimientos de la Disciplina Matematica
ocupan un lugar importante, por su contribucion al desarrollo del pensamiento l6gico y
algoritmico del estudiante y aportar los fundamentos basicos de contenidos de la profesion.

Sin embargo, para la comunidad de educadores matematicos no resultan desconocidas
las dificultades que mundialmente se presentan en su proceso de ensefianza aprendizaje (PEA),
lo que se evidencia en numerosos resultados investigativos (De las Fuentes, 2020; Collante,
2019; Alonso, 2018; Rubal, 2018; Camunga y Batard, 2017; Puente, 2017; Guzman, 2016;
Marifio, 2016; Molina, 2015; Barbaran, 2014; Moreno, 2013; Guerrero, 2010; Hernandez, 2009;
Camacho, 2007; Fascella, 2006; Camarena, 2004; Loumen, 2000; Artigue, 1995), y que
contribuyen al estudio de esta problematica.

En los trabajos referidos, se registran entre otras, como dificultades de los estudiantes:
la identificacion y clasificacion de los distintos tipos de EDO, analizar el comportamiento de las
funciones solucion cuando estas se expresan de forma implicita y la realizacion de
transformaciones elementales en la ecuacién diferencial. Asi como, el planteamiento de la
ecuacion caracteristica; reconocer y diferenciar constantes, parametros y variables; la seleccion
del método més conveniente para hallar la solucién de la EDO, y la argumentacion de las
soluciones particulares.

En lo particular, del PEA de las EDOL no homogéneas en diferentes carreras de la
Universidad de Camaguey (Licenciatura en Educacion Matematica, Licenciatura en Educacion
Fisica, Ingenieria Civil, Ingenieria Eléctrica, Ingenieria Industrial, Ingenieria Informatica,
Ingenieria Mecénica, Ingenieria en procesos agroindustriales, Ingenieria Quimica), mediante el
empleo de diversos métodos empiricos, ademas de las insuficiencias antes expuestas; se
precisaron las siguientes causas:

» Por lo general no siempre se realiza el aseguramiento del nivel de partida, y la propuesta

de problemas a modelar mediante una EDOL no homogeneas con parametro pequefio, y

ejercicios donde deba identificar parametros, constantes y variables.

» Pobre aprovechamiento de las potencialidades del contenido para estimular la

comprension de la relacion existente entre el modelo deducido y el fendmeno estudiado.
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» Débil articulacion de los métodos algebraico, grafico y numérico que permita al
estudiante asociar un nimero determinado de curvas solucion con sus respectivas
ecuaciones diferenciales, asi como interpretar las soluciones graficas y numeéricas para
justificar tal asociacion.

» Las orientaciones metodoldgicas del programa de la asignatura no ofrecen sugerencias
suficientes que le permitan al docente una adecuada utilizacion de los recursos
tecnoldgicos (clases y folletos en soporte magnético, videos, multimedia y software)
como mediadores didacticos para la comprension de los objetos de las EDOL no
homogéneas con parametro pequefio.

» El método empleado por los docentes para la conformacion de los tipos de clases esta
estructurado atendiendo mas a la complejidad del contenido, que a las peculiaridades del

pensamiento matematico de los estudiantes.

Al realizar un andlisis detallado del PEA de las EDO se identifico el siguiente problema:
¢Cémo estructurar el proceso de ensefianza aprendizaje de las EDO, que permita un desempefio
comprensivo de los estudiantes universitarios en la resolucion de tareas que involucren EDOL
no homogeéneas con parametro pequefio?

Si bien el PEA de las EDOL no homogéneas ha sido abordado por diversas
investigaciones, desde la préctica y la pesquisa realizada, se ha podido delimitar que existe una
insuficiente integracion y sistematizacion tedrica de los aportes obtenidos a nivel nacional e
internacional en el sistema educacional universitario en relacion con el proceso de comprension
de los objetos de las EDOL no homogéneas con parametro pequefio.

El objetivo de esta investigacion: se orienta a proponer una alternativa didactica para la
estructuracion del PEA de las EDO, que promueva el desarrollo comprensivo de las EDO no
homogénea con parametro pequefio.

Esta propuesta debera permitir al docente reevaluar y profundizar en el sistema de
conocimientos, los métodos y estrategias de las EDO de manera general para dar paso a nuevas
estrategias metodoldgicas que posibiliten el logro de las metas actuales: una educacion

matematica para el Siglo XXI.

Desarrollo

El desarrollo de la teoria de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias esta relacionado con
los descubrimientos emergidos principalmente en el Caélculo Diferencial e Integral, y el
resultado de respuestas a problemas vinculados con el campo de la: Astronomia, Biologia,
Fisica, Ingenieria, Mecénica, Quimica, etc. Mediante el método historico-16gico se devela la
dindmica, trayectoria y l6gica objetiva del desarrollo de las EDO y de las EDOL homogéneas

con parametro pequefio en lo particular.

Referencial Tebrico

Como principales impulsores de la teoria de las EDO se tienen entre otros, a: Jules
Poincare (1858-1912), Georg Riemann (1826-1866), Augustin Louis Cauchy (1789-1857),
Pierre de Laplace (1749-1827), Joseph Lagrange (1736-1813), Jacopo Riccati (1676-1754),
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Alexis Clairaut (1713-1765), Leonard Euler (1707-1783), Daniel Bernoulli (1700-1792),
Jacques Bernoulli (1654-1705), Gottfried Leibniz (1646-1716) e Isacc Newton (1642-1727).
La primera sistematizacion de los trabajos alrededor de las ecuaciones diferenciales
publicados en el libro Instituciones Calculis, y a la que se puede llamar primera teoria de las
EDO, fue realizada entre los afios 1768 -1770 por el matematico Leonard Euler. El clasifica las
EDO de primer orden en: separables, homogéneas, lineales y exactas. Las EDO de segundo
orden: lineales, susceptibles a reducir el orden y generalizacion a orden superior. También se

tiene el método de series de potencia para resolver ecuaciones de laformay” + a, y = 0, donde
Py - ., d . . . .
conceptualizo las ED mediante la expresion ﬁ entendida como cociente entre diferenciales y

no como derivada.

De esta manera, fueron elaborados los recursos matematicos elementales de resolucion
de una EDO; desarrollados en el &mbito de la resolucion de problemas, como, por ejemplo: el
problema del péndulo isocrono, el oscilador arménico, los dos cuerpos, de la catenaria, de la
tractriz, de la braquistécrona. Asi como, el problema mecanico de Abel, las leyes de Kepler, la
ecuacion depredador — presa, etc. En resumen, se puede decir, que a partir de los afios 70 del

siglo pasado comenzd un estudio detallado de las ecuaciones diferenciales con coeficientes

variables del tipo, € d?ydx? + a(x) Z—i + b(x)y = 0, con las condiciones de contorno y(0) =
Ayy(l) = B.

Un resultado importante aparece en la tesis del Dr. C. Batard (1990) titulada “Las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y el problema de Riemann con parametro pequerio”. En
la misma se analiza la convergencia de la solucion de las ecuaciones diferenciales ordinarias
con parametro pequefio en la derivada de mayor orden, a la solucién del problema limite cuando
el parametro tiende a cero, donde se considera el novedoso concepto de “Ecuacion
Complementaria Caracteristica”.

O sea, dada la ecuacion:

n

D @y @+ ) Fan +kynE@) = () &
k=1

k=0
Donde a, # 0,a,4+,, # 0,6 > 0 (pardmetro pequefio) y f:D € R — R continua o

seccionalmente continua, y las condiciones iniciales:

Y®W0) =4, k=0m+n—1) (2)
Se denomina ecuacion complementaria caracteristica a la ecuacién algebraica

m
D st =0 ®3)
k=0

Se denota a la solucion del problema (1) — (2) regular, si las partes reales de todas las

series (3) son negativas y se denomina como problema limite de (1) — (2) al problema:

n

Y ay®@ = f@) @
k=0
Y*(0) = 4,, k= (0,n— 1) (5)
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En la referida tesis doctoral, trabajando en clases de funciones suficientemente buenas,
se demostro que la solucién del problema (1) — (2) converge uniformemente a la solucién del
problema limite (4) — (5), si y solamente si el problema es regular.

En investigaciones mas recientes, fundamentalmente en el presente siglo, que enfocan
diversidad de problemas de la Fisica -Matematica con coeficientes pequefios, se ha trabajado no
solo en las condiciones de convergencia y estabilidad, sino también en el estimado del error
cometido al sustituir la solucién del problema original por la solucion del problema limite
cuando el parametro tiende a cero. La relevancia de esta Ultima linea de investigacion en el
presente siglo, queda de manifiesto en los trabajos que enfocan diversidad de problemas que
modelan una Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal (EDOL) con coeficientes pequefios.

Constituyen otros referentes, los resultados obtenidos en el trabajo de diploma:
"Estimacién del error cometido en la simplificacion de las EDOL de segundo y tercer orden"
(Comet, 2018). En el trabajo, se toma como base los resultados desarrollados por Batard (1990)
y otras investigaciones (Kamenskii, Quincampoix y Pergamenchtchikov, 2017; Shakhmurov y
Bourada, 2016), y se realiza por primera vez a saber, desde el punto de vista matematico, un
estudio detallado del error que se comete en el caso de las EDOL no homogéneas de segundo y
tercer orden con parametro pequefio, al sustituir la solucién del problema original por la solucién
del problema limite. Ademas, se implementa la programacion de los resultados a partir de
algoritmos determinados; aportando de este modo a los especialistas del tema, la facilidad de la
utilizacion de este tipo de ecuaciones en sus trabajos investigativos.

Todo lo anteriormente planteado, demuestra la creacion de un movimiento renovador
entre los docentes que imparten los contenidos relativos a las EDO, que ha instado a lograr una
vision estratégica para el proceso de formacion del estudiante universitario de las areas de
ciencias técnicas y sociales, con el objetivo de prever el panorama en el cual se desempefiaran
en el futuro (Vargas, Burguet, Lezcano y Duréan, 2018).

Para esta investigacion, desde estos referentes, se reconocen como puntos de partida
entre otros, las aportaciones de:

» Jose Joaquim (2014): propone una estrategia para posibilitar en el estudiante el dominio del
contenido de las EDO mediante una reactivacion implicita del nivel de partida.

» Rios (2017) y Rubal (2018): plantean alternativas didacticas para promover la construccion
del concepto EDO con la utilizacion de un software matematico, concatenando los métodos
algebraico, grafico y numérico.

» Mombo (2014): se aporta un conjunto de actividades que incorporan recursos tecnologicos
con sus correspondientes indicaciones metodoldgicas para el tratamiento del contenido de
las EDO, con énfasis en la resolucion de problemas.

Como se observa, las investigaciones en el tema de las EDO han tenido un gran
desarrollo. Se destacan aquellas que ponen énfasis en la necesidad de su comprension mediante
el desarrollo de tareas que favorezcan la experimentacion y conceptualizacion a través de
diversas situaciones y contextos, la utilizacion de diferentes registros de representacion
semidtica de manera articulada, dado la variedad de aspectos a tener en cuenta en su PEA y la
utilizacion de recursos tecnologicos. Sin embargo, en la bibliografia consultada no existen

recomendaciones totalmente elaboradas para estructurar didacticamente el proceso de
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comprension de los objetos de las EDOL no homogénea enfatizando en el papel que juegan las
condiciones iniciales y de los parametros en la interpretacion de la solucion de la EDO.

Metodologia

Para cumplimentar el objetivo, mediante la utilizacion del método analisis-sintesis se
realiza una caracterizacion del PEA de las EDOL. La sistematizacion como método, permitio
inferir las regularidades que sustentan los fundamentos tedrico-metodoldgicos de la alternativa
didactica para la estructuracion del PEA de las EDO y su concrecion en las actividades donde
se resuelven tareas que precisen el tratamiento de una EDOL con pardmetro pequefio.

La modelacion sistémico estructural funcional, proporciono la orientacion general del
estudio realizado para concebir la estructura de la alternativa didactica para su aplicacién en la
practica. Los talleres de reflexion critica permitieron valorar la pertinencia cientifica de la
alternativa didactica. EI procedimiento investigativo seguido, se concibi6 del siguiente modo:

» Caracterizacion epistemoldgica el proceso de ensefianza aprendizaje de las EDOL.

» Disefio estratégico de la alternativa didactica para la estructuracion del PEA de las
EDOL no homogénea con pardmetro pequefio.
» Ejemplificacion de la alternativa

» Concepcién de las tareas docentes para la ensefianza aprendizaje de las EDOL con

parametro pequefio con el uso de herramientas tecnoldgicas.

Caracterizacion epistemoldgica el proceso de ensefianza aprendizaje de las

EDOL.
Obijetivo: Determinar el desarrollo epistemoldgico del proceso de ensefianza aprendizaje

de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales.

El siglo XX significo un salto cualitativamente superior en el desarrollo tedrico de las
EDOL. Sin embargo, la estructuracion del contenido en su PEA no puede concebirse solamente
en el ordenamiento de conceptos, teoremas o0 procedimientos, requiere de la sistematizacion de
los conocimientos producidos en las investigaciones pedagogicas para el mejoramiento del
PEA. Gonzalez (2002), define la necesidad de que este sea sistematico, dirigido y especifico,
por cuanto la interrelacion docente - estudiante deviene en un accionar didactico mucho mas
directo, cuyo Unico fin es el desarrollo integral de la personalidad de los educandos, lo cual
enriquece la idea planteada con anterioridad. En general, esto es valido cuando se particulariza
en el PEA de las EDOL no homogéneas, que tiene como fin consolidar la concepcion cientifica
del mundo, mediante:

» La comprension de las relaciones entre los modelos matematicos, los conceptos y
resultados de esta ciencia y la realidad material existente objetivamente.

» La comprension que el analisis del surgimiento de las EDOL no homogéneas, expresa
las contradicciones que tienen lugar en su desarrollo histérico, esencialmente
subordinada a las necesidades de la vida material de la sociedad.

Por lo que se debe para ello:
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» Desarrollar las capacidades cognitivas mediante la apropiacion de las diferentes teorias
de las EDOL no homogéneas estudiadas, asi como de los principales procedimientos de
solucion intrinsecos a ella, que le permitan enfrentar una posible solucion de un
problema con valores iniciales de la vida cotidiana o profesional.

» Desarrollar las formas del pensamiento I6gico mediante, el trabajo con los conceptos,
la identificacion e interpretacion de ellos, y la argumentacién de propiedades.

» Estimular el pensamiento algoritmico en la solucion de tareas que contienen sistemas
dinamicos.

» Desarrollar la capacidad de comunicacion, mediante el manejo de los diferentes
sistemas de representaciones semioticas (analitica, grafica, numérica y verbal).

» Un amplio y progresivo empleo de recursos tecnoldgicos que facilite los calculos, el
tratamiento de los sistemas de representacion semidtica y la modelacion e interpretacion

de los problemas con EDOL no homogeneas.

Desde esta perspectiva, se realizd una revision de la normativa cubana vigente en
relacién con la formacién del profesional universitario, haciendo énfasis en la direccion del PEA
de la disciplina Matematica, asi como en la estructuracion del contenido de la asignatura donde
se imparte el sistema de conocimientos de las EDO. Mediante el reconocimiento de los
indicadores que a continuacion se muestran; se exponen las diferentes posiciones didacticas
manifestadas en el proceso de ensefianza aprendizaje de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Lineales no homogéneas. Tomando como indicadores: orientacion de los objetivos, seleccion y
organizacion del contenido objeto de asimilacion, los tipos de actividades representativas para
asimilar el contenido, las estrategias, métodos y recursos para favorecer el desarrollo de la
comprension dominio del sistema de conocimientos.

Al estudiar el lugar de los problemas en la estructura del PEA, se reconoce como
tendencia que los mismos son presentados al final del estudio, tema o en las evaluaciones, o de
forma ocasional para motivar el estudio del tema, aunque en ningln caso constituye el medio
para el aprendizaje de toda la teoria de las EDOL. Los aspectos de tipo grafico son reducidos, y
no exigen que a partir de la representacion grafica se le extraiga toda la informacion posible; el
acercamiento numérico se hace de forma muy descriptiva, o en algunos casos describiendo el
algoritmo de resolucién en algin lenguaje de programacion, desaprovechandose las
potencialidades de los recursos tecnoldgicos. Sin embargo, esta presentacion de la variedad de
ejemplos en el campo de las aplicaciones se realiza mediante una formula, sin una explicacion
de cdmo se construye esta ecuacién diferencial, sobre cémo se realiza ese cambio de registro
verbal al registro algebraico. Asi como deja en segundo plano cuestiones centrales acerca del
comportamiento de las soluciones.

El estudio realizado permitié detectar como debilidades principales que caracterizan al
PEA de las EDO las siguientes:

» Casi nunca se concibe y realiza el proceso a partir del reconocimiento del estudiante
como aprendiz de matematica.
» Es insuficiente el empleo de diferentes medios de ensefianza y la explotacién de sus

posibilidades para favorecer el aprendizaje de los estudiantes.
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>

En escasas ocasiones se exige a los estudiantes que expliquen la via, los recursos y los
medios utilizados en la solucion de sus tareas y valoran su posible utilizacion en otros
casos.

Las tareas que se proponen tienden a ser reproductivas, no siempre exige el trabajo
individual y grupal que posibiliten realizar ajustes tanto al proceso como a los
resultados, lo que no favorece la adquisicidn e intercambio de estrategias cognitivas y
metacognitivas.

Insuficiencias en el dominio de los elementos fundamentales del conocimiento que
precede a las EDO.

Raramente se promueve la reflexion acerca de como el estudiante penso, las acciones
que realizo, que lo condujeron al éxito y/o fracaso o dificultades, como lo comprobd,
coémo puede evaluarlo y perfeccionarlo.

Es débil la automatizacion de las acciones que resultaron Gtiles para aprender mediante
el control reflexivo valorativo del proceso y los resultados que posibilite la construccion
y reconstruccién de estrategias cognitivas y metacognitivas.

Ademas, es insuficiente la vision integradora sobre cémo se debe desarrollar
metodologicamente el PEA de las EDOL no homogéneas.

En resumen, los aspectos abordados hasta aqui informan de las insuficiencias en la

estructuracion del PDE de la Disciplina Matematica, lo que conduce al limitado desempefio de

los estudiantes universitarios en la resolucion de tareas que involucran EDOL no homogéneas

con parametro pequefio.

Disefio estratégico de la alternativa didactica para la estructuracion del PEA
de las EDOL no homogénea con parametro pequenio.

Obijetivo: Exponer el disefio estratégico que se propone para la alternativa didactica,

teniendo en cuenta los aspectos filosoficos, psicolégicos y didacticos para la estructuracion de

la alternativa.

sobre:

534

La alternativa didactica que se propone tiene como fundamento
Filosofico

La teoria del conocimiento explicada por Lenin (1990), y en particular sus postulados

La cognoscibilidad del mundo, pues esta concebida para que, a partir de los problemas
relacionados con las EDO con parametro pequefio, el estudiante pueda analizar, buscar
informacion, interpretarla, formular problemas anadlogos y adquirir conocimientos
necesarios para utilizarlos en su aprendizaje al realizar su actividad en el aula,
considerando la practica como el principio y el fin de la actividad cognoscitiva.

La concepcion dialéctico-materialista acerca del lenguaje, como capacidad humana que
se adquiere en el proceso de socializacion del individuo.

El papel de las contradicciones en el proceso de adquisicion de los conocimientos y la

necesidad de determinar, entre otras, las que se manifiestan entre los nuevos
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conocimientos, habilidades y valores que adquieren los estudiantes durante la actividad

matematica.

Psicoldgico

El enfoque historico cultural de Vigotsky (1979) y sus seguidores, quienes asumen la
naturaleza compleja del desarrollo humano, la cual se interpreta en la dindmica del desarrollo
integral de la personalidad del estudiante, que se concibe y promueve como producto de su
actividad y comunicacion -donde se concretan los procesos de interiorizacion y exteriorizacion
que garantizan la apropiacion activa y creadora de los elementos de la cultura (Bermldez y
Pérez, 2004, p. 50).

Los cambios en la zona de desarrollo proximo se consideran elementos claves para el
andlisis cualitativo de un proceso de aprendizaje, que encuentra en la interaccién socio-cultural
un medio plausible para la interrelacion cognitivo-afectiva. Y la mediacion pedagdgica con la

integracion de las TIC en el PEA de las EDOL con parametro pequefio.

Didacticos

Se basa en las leyes didacticas planteadas por Alvarez de Zayas (1999): de las relaciones
del proceso con el contexto social, y de las relaciones internas entre los componentes del
proceso; en particular en la triada objetivo contenido-método, que se considera la ldgica
fundamental del proceso y condiciona las relaciones de subordinacion entre los componentes
didacticos del tema (objetivo- contenido- métodos- medios- estructura del tema).

Especificamente desde la Didactica de la Matematica:

» Los antecedentes historicos de las EDO desde los enfoques: algebraico (resolucion
exacta), geométrico (resolucién cualitativa) y numérico (resolucién aproximada).

» Tratamiento didactico de las ecuaciones en la escuela y su relacion con el tratamiento de
las EDOL con parametro pequefio.

» Laintegracion de las TIC en el PEA de las EDOL con parametro pequefio (visualizacion,
dinamismo, interactividad, tratamiento de las diversas representaciones semioticas).

» La distinciéon entre un objeto y su representacion como punto estratégico para la
comprension de las EDOL con parametro pequefio.

» La posibilidad de organizar los contenidos de las EDOL con parametro pequefio,
priorizando los procesos de andlisis y construccion de significados mediante el
tratamiento de las diversas representaciones semioticas en dependencia del sistema de
representacion semidtico utilizado.

» El papel asignado a la motivacion asociado al planteamiento y solucion de problemas.

» El uso de la resolucion de problemas como nucleo de profundizacion de los conceptos
relacionados con las EDOL con parametro pequefio.

Objetivo de la alternativa: establecer la organizacion y secuenciacion de las diversas
actividades que resultan mas propicias en el PEA de las EDOL con parametro pequefio.

Se proponen las siguientes acciones:
» Determinar la sistémica estructural-funcional de organizacion del contenido en las diversas

actividades.
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» Modelar los problemas para sistematizar el contenido de las EDOL con pardmetro pequefio.

Y

Seleccionar los métodos a emplear para la solucion de las tareas.

» Establecimiento de los niveles organizativos de las actividades matematicas: individual y
grupal.

» Estructurar el sistema de actividades que den significacion y objetividad al contenido y

sirvan de base para la motivacion y orientacion de los estudiantes.

» Concepcion de las tareas docentes para la ensefianza aprendizaje de las EDO con software.

A\

Facilitar distintos niveles de ayuda en correspondencia con la complejidad de la tarea.
» Localizacion de los recursos bibliograficos, informéaticos y materiales para asegurar el
cumplimiento de los objetivos de aprendizaje.

Consideraciones generales

Se debe establecer desde el inicio una vision integradora del contenido tedrico de la
asignatura, principalmente las definiciones, los teoremas, las formulas, las reglas y los
procedimientos de calculo mas utilizados. Esto permitira garantizar que el estudiante durante el
PEA de las EDOL con parametro pequefio por una parte sistematice los métodos primeramente
estudiados y asimile los nuevos que permitan resolver los problemas mediante una adecuada
comprension de su esencia a partir de:

» ¢ Qué se estudia? (Aspecto cognitivo)

» ¢Qué utilidad tiene? (Aspecto social)

» ¢Para qué se estudia?

» ¢Qué caracteristicas tiene el objeto EDO?

» ¢Como podra ser utilizado?
El sistema de actividades debe estar organizado, a partir de una categorizacion,
tipificacion y seleccion, permitiendo formar al estudiante desde el punto de vista tedrico,
adquirir habilidades y destrezas. Asi como, las de caracter investigativo con la finalidad de
lograr un nivel de desarrollo comprensivo superior. Se debe hacer un analisis riguroso y
seleccién de aquellas herramientas tecnologias disponibles que diversifiquen las posibilidades
de visualizacién, dinamismo, interactividad, trabajo colaborativo, modelacion y
experimentacion matematica.

En el tratamiento EDOL con parametro pequefio, se debe realizar un analisis detallado
de las caracteristicas de estas ecuaciones, tanto cientifico como metodoldgico, a medida que las
mismas se presenten y desarrollen. Se recomienda en el tratamiento del calculo del error
estimado que se comete al utilizar este método para resolver las EDO con parametro pequefio,
la utilizacion de algun software, e incentivar al estudiante a crear habilidades de programacion
atendiendo a la forma de la EDO y procedimiento de solucién. Se debe hacer una graduacion de
acuerdo a los niveles de asimilacion de ejercicios y problemas resueltos en dependencia de la
significatividad para el temay con un mayor detalle de explicacion de la solucion de los mismos.

Los problemas deben tener el objetivo de dar significacion y objetividad al contenido de
las EDO vy servir de base para la motivacion y orientacion de los estudiantes. Se deben
caracterizar por: transmitir informacion y estimular a la valoracion de situaciones préacticas, no

de forma aislada, sino con un conjunto de datos y relaciones sobre un tema determinado que
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posibilite extraer conclusiones sélidas, estimular el desarrollo de diferentes formas de
razonamiento y procedimientos heuristicos y dar permanencia a los objetivos bésicos de la
asignatura de manera que los contenidos se reactiven permanentemente. Los problemas
esenciales pueden ser formulados como ejercicios, como preguntas, como actividades extra
clases para buscar el valor practico o como actividades practicas usando medios de ensefianza u

objetos reales.

Ejemplificacion de la alternativa

Objetivo: Exponer la nueva estructura del contenido en correspondencia con la
alternativa didactica.

A partir de la sistematizacion de los aportes de autores como Mombo (2015), José
Joaquim (2014), Chacon M. (2021), Blass F. E. (2014), Guzman P. (2016) y de los referentes
asumidos se presenta la alternativa didactica.

Se parte del supuesto que la asignatura comienza con una conferencia donde se exponen
los aspectos tedricos del objeto Ecuacion Diferencial Ordinaria. Con vistas a generar una
necesidad cognoscitiva que conduzca al estudiante a implicarse en ese proceso de construccion
de la ED; se recomienda para definir que es una ED, seleccionar un problema sencillo de
variacion de algun fenémeno (fisico, quimico, biolégico, econémico, etc.) que implique el uso
de una ED de primer orden.

A continuacion, se declara que las expresiones algebraicas que tratan de representar o
modelar problemas fisicos, bioldgicos, quimicos, entre otros, para conjeturar soluciones a corto
y mediano plazo, se les conoce por el nombre de ecuaciones diferenciales. Luego se dara la
definicion formal del concepto Ecuacién Diferencial, Ecuacion Diferencial Ordinaria.

Definicion (Elsgoltz 1997): Una ecuacion que contiene solo derivadas ordinarias de una
variable dependiente con respecto a una sola variable independiente se le denomina Ecuacion
Diferencial Ordinaria. Se representa mediante la expresion:

F(xy,y,y", ., y™) = g(x) (6)

Donde

» xes lavariable independiente,

y depende de x como funcién de esta,

. . d
y' es la primera derivada de y con respecto a x, lo cual se puede denotar como é

. ., . d?
» y'" eslasegunda derivada de y como funcion de x, o lo que es lo mismo d—sz’
> y™ es la derivada n-esima de la funcion y, o sea y derivada n veces, lo cual se puede
dn
denotar como —=
dxn

» g(x) esuna funcion que depende de x
Posteriormente se definen los conceptos de orden, grado, solucién general y la solucion
particular de una ecuacion diferencial. Se analiza el teorema de unicidad de la solucion de una
ecuacion diferencial ordinaria, de primer orden y primer grado; asi como analizar el problema
con condiciones iniciales.
A continuacion, se propondra un problema que posee un nivel de dificultad mayor para

encontrar la solucion. El estudiante puede encontrar el modelo en términos matematicos, pero
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no puede continuar el proceso de resolucion, al no disponer de los conocimientos necesarios
para poder dar solucion al mismo. Siendo necesario la expansion en su clasificacion y métodos
de resolucion. Por otra parte, en las clases, las tareas dirigidas a la fijacion comprenderan
sistemas de ejercicios, preparados para que el estudiante forme y desarrolle las habilidades
matematicas relacionadas con la elaboracion y uso de conceptos, teoremas, procedimientos y
analisis de situaciones intra y extra matematicas.

En esta investigacion, se le presta atencién a EDO lineales expresada de la forma
n n—1

d
() T+ G () g o+ () T+ 69y = g() @

dxn-1

Donde a;(x),i = 0,n son los coeficientes de las derivadas n-esimas correspondientes,
los cuales pueden ser 0, constantes o variables y g(x) es una funcion que depende de x

Dependiendo ao(x), ai(x),..., an-1(X), an(x), g(x), solo de la variable x.

Dentro de las ecuaciones diferenciales lineales, atendiendo al objeto de estudio de la
investigacién, se distinguen las no homogéneas (g(x) # 0) y se clasifican en EDOL no
homogéneas con coeficientes constantes (todos los coeficientes son constantes) y EDOL no
homogéneas con coeficientes variables (si algin coeficiente es una funcion a; (X) que depende
de X, y no es constante).

Incidiendo en la Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal no homogéneas con parametro
pequefio, la cual tiene como ecuacion:

an(x) ey™ +ay_; (Qy™ ™ + -+ a;(Ny’ + apy = g(x) (8)

Atendiendo al orden de la ecuacion diferencial (derivada de mayor orden en la ecuacion),
por lo general se ha establecido el siguiente esquema que expresa la secuencia logica,
interrelacién, agrupacion o distribucion de los conceptos, relaciones y procedimientos y los
modos de actuacion asociados a la construccion del contenido tedrico de las EDOL no
homogéneas en el PEA. De este modo se propone estudiar la:

» Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal no homogéneas de primer orden

a1y’ + agy = f(x) 9
» Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal no homogéneas de segundo orden
ay" + a1y’ +azy = f(x) (10)

Durante el tratamiento de los anteriores dos tipos de EDOL, se sugiere realizar un trabajo
profundo en el desarrollo de estrategia cognitivas y metacognitivas que aseguren en el
estudiante:

» Extraer los elementos del problema (datos, relaciones y exigencias), de los
conocimientos relacionados con la traduccién del lenguaje comun al lenguaje algebraico

y a otros registros de representacion semidtica.

Es importante hacer hincapié en el reconocimiento de los términos en el contexto en que
se encuentran, lo que permite orientar la interpretacion que realice el estudiante, dado el caracter
personologico que posee el acto interpretativo.

» La comprension de los conocimientos basicos fundamentales sobre el objeto EDO de
primer y segundo orden, sus caracteristicas y métodos de solucion.
» Desarrollar habilidades en el método de resolucién de ejercicios o problemas que

involucran EDOL de primer y segundo orden.
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» Realizar un analisis reflexivo del proceso de resolucion empleado (por si mismo, un
compariero, o el profesor) antes de determinar la solucion; y evaluar su aprendizaje en
correspondencia con los resultados obtenidos.

Lo anterior permitira ir sistematizando los conocimientos y orientar de manera apropiada
al estudiante hacia la comprension de la EDOL con pardmetro pequefio de manera general. Es
decir, presupone un proceso de aprendizaje que comienza con la formacion de las acciones
necesarias para apropiarse de los conocimientos y habilidades como paso previo para la
resolucion de problemas.

Luego se introduciran de manera gradual y en relacion con los contenidos anteriores, 10s
objetos de las EDOL no homogénea con parametro pequefio, partiendo de las EDO de segundo
orden conocidas y desarrollando la tematica hasta llegar a abordar los aspectos fundamentales
de las EDO de tercer orden con parametro pequefio.

Para las EDOL no homogéneas de segundo orden, se concibe la siguiente estructuracion:

1. Coeficientes constantes y parametro pequefio en la funcién incégnita.

2. Coeficientes variables y parametro pequefio en el término sin derivar.

3. Coeficiente constante y parametro pequefio en la derivada de orden superior.

Se recomienda que, en el disefio de las actividades, se establezca una nueva relacion
entre la forma en que se ensefia la EDOL y la forma que ésta es utiliza en determinado contexto.
También, se incorporaréa la utilizacion de algin software matematico que le permita el estudio

cualitativo de las soluciones para una mayor comprension de la solucion.

Coeficientes constantes y parametro pequefio en la funcion incégnita.

En Comet (2018) se describe detalladamente el procedimiento para el anélisis de las
EDO de segundo orden con pardmetro pequefio, llegando a una estimacion en cada caso y
proponiendo la utilizacién de software para la estimacion del mismo. En esta, ademas se
incluyen ejemplos que muestras la disminucién del error a medida que € se acerca a cero.
Basados en esta novedosa investigacion se propone la alternativa en cuestion, brindandole al
estudiante una via mas rapida y eficiente para solucionar problemas de este tipo. El problema

de Cauchy correspondiente a estas ecuaciones tendra la siguiente estructura:

P2 () + a9 + eagPe(x) = 0 (11)
9:(0) = v,
32(0) = y,

Para introducir este contenido es fundamental partir de los conocimientos previamente
adquiridos por los estudiantes, por lo cual se plantea primeramente una situacion conocida para
luego dar paso a la nueva tematica. Esto puede ser partiendo de un problema concreto, que se
modele a través de un ED de segundo orden y coeficientes constantes, el cual no presente
parametro pequefio. Ademas, es importante definir de manera clara y precisa el conjunto de
funciones con el que se trabaja y las condiciones del problema de Cauchy en cuestion.
Siguiendo el procedimiento descrito en Comet 2018 se puede llegar, a través del Teorema de
Convergencia Continua de Elgotz 1977, a que el problema original converge al problema limite

(el problema donde el término que presenta el parametro es eliminado) y estimar una ecuacion
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para el calculo del error que se comete al aplicar este procedimiento en un intervalo de [0, b], el

problema limite sera:
Yo (x) +a;yy =0 (12)

Como se puede apreciar en Comet 2018, esta ED de segundo orden puede ser reducida
aunade primer orden, facilitando la solucion de la misma. Posteriormente se obtiene la siguiente
férmula para la estimacion del error cometido:

e(e) = d (7 (x), Yo (x) ) = méxozysp | Ye(x)] (13)

Donde Y. es la solucion analitica del problema original, Y, (x) la solucién del problema
limite y Y, la diferencia entre la solucion del problema original y el problema limite.

Para analiza el error es importante que se utilice un software o varios, con los que el
estudiante este familiarizado, e implementar un pequefio programa que, teniendo como base esta
ecuacion dada, calcule el error conociendo los coeficientes, las condiciones iniciales y el
pardmetro. En Comet 2018 se ha utilizado el Python, el cual constituye un software libre, y se
ha implementado el programa anteriormente dicho, el cual permitira apreciar que tan buena es

la estimacion para el problema tratado teniendo en cuenta diferentes valores del parametro.

Coeficientes variables y paradmetro pequefio en el término sin derivar.

Para el caso de las ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficiente variable
no se tratara a profundizard, si no, que se realizara una pequefia mencién a las mismas. Se podra
observar, como estas ecuaciones en especifico se tratan de manera similar a las anteriormente
analizadas, sin embargo, el calculo de los coeficientes puede ser muy complejo en ocasiones. El

problema de Cauchy homogéneo para este tipo de ecuaciones tiene la forma:

Fo () + ay (%) 72(x) + ap(x) 7o (x) = 0 (14)
7.(0) =y,
7. (0) = y,

Teniendo en cuenta el Teorema de la Convergencia continua anteriormente mencionado
se tiene, como problema limite:

¥o (x) + a;(x)yo(x) = 0 (15)

Por esta razon se sugiere que al trabajar con estos coeficientes se utilicen programas
computacionales que permitan una solucion numeérica de estas ecuaciones. Es bueno orientar al
estudiante correctamente sobre el estudio de esta tematica y algunos textos y/o sitios donde
encontrarla, sin embargo, esta a su vez puede ser utilizada para que el estudiante desarrolle sus
habilidades investigativas y autogestion del conocimiento. Es una buena opcion llevar la
ecuacion diferencial que se desee trabajar a un sistema de ecuaciones y resolverla
numéricamente mediante métodos como el método de Runge Kutta para sistemas de ecuaciones
diferenciales, para luego continuar con la estimacion del error, teniendo en cuenta que, al utilizar

este método, asi como otros, se estd incurriendo en un error.
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EDO de segundo orden con coeficientes constantes y parametro pequefio
en la derivada de orden superior.

Luego que ya el estudiante tiene los conocimientos para resolver problemas de
ecuaciones diferenciales de segundo orden y ecuaciones diferenciales de segundo orden con
parametro pequefio en el término sin derivar, surge la interrogante. ;Qué sucede si la ED
presenta el pardmetro en la derivada de orden superior?

En este caso se debe analizar primeramente si el problema converge al problema limite,
para ello es necesario hallar la ecuacion complementaria caracteristica con la cual se puede
conocer si el problema es regular o0 no. Recuérdese que anteriormente en esta investigacion se
definid la ecuacion complementaria caracteristica y cuando un problema es regular, teniendo en
cuenta Batard 1990. Teniendo en cuenta que el problema se Ilama regular si la solucion de la
ecuacion complementaria caracteristica es negativa. O sea,sia; >0ya, >00a, <0ya, <

0. La solucion del problema se llama regular si la solucion de la ecuacién complementaria

caracteristica cumple que: t = —% < 0. Teniendo esto se puede realizar un analisis de la
2

convergencia del problema de Cauchy al problema limite y posteriormente de la solucion y la
estimacion del error, como se plantea en Comet 2018. Téngase en cuenta que para ello se deben
utilizar conocimientos anteriormente obtenidos como son la Transformada de Laplace y el
Producto de Convolucidn.

Es importante en este caso que el estudiante comprenda que no se puede aplicar el mismo
procedimiento, ya que esto no se cumple cuando el parametro se encuentra en la derivada de
orden superior. En este caso, para lograr una mejor comprension de la problematica, resulta de
gran utilidad separar el problema por niveles de dificultad, planteando:

Plantee el problema limite
Analice si el problema es regular

Halle la solucion al problema para las condiciones iniciales dadas.

vV V VYV V

Estime el error cometido para varios parametros con la ayuda de un software y analice

el comportamiento del mismo.

De manera que al finalizar el analisis del problema el estudiante sera capaz de analizar

el error que se comete al sustituir el problema de Cauchy por el problema limite. Recuérdese

que como la ED de segundo orden presenta el pardmetro en la derivada de orden superior, al

plantear el problema limite este seria una ED de primer orden, lo cual simplifica su solucion.

Segun las investigaciones realizadas en Comet 2018, al realizar este procedimiento el error

disminuye a medida que el parametro e se acerca a cero. Dado el problema de Cauchy
€a,9"(x) + a1 ' (x) + ao §(x) = f(x) (16)

Con las siguientes condiciones iniciales

¥e(0) = Ao

5]\6’(0) — Al

El error cometido tiene la forma;
az(A1 - YO,(O))

2
Jai —4eazag

€2a? _Qo
2 max|yf(0)le @] (A7)

2 _ 0sx<b
Jai —4eazag

_%
e &

+

e(e) = e
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Si—2 <o
a,

2,2

a (A, — Y’ 0 e€“a
2(4; — Y5(0)) 4 2 max |yg (x)| (18)
JaZ —4eaza,l| 1\JaZ —4eaza, Osx=b

Donde a;,i = 0,1,2 son los coeficientes de las derivadas i-esimas, A; es la condicién

e(e) = e

inicial y Yy(x) es la solucién del problema limite, por lo que Y;(0); Y, (x) son la primera
derivada de la solucion al problema limite en x = 0 y la segunda derivada del problema limite
respectivamente.

Como se explica en Comet 2018, el segundo término de la suma en ambas estimaciones
del error, son infinitesimales de segundo orden con respecto a € en la practica el error se puede
expresar como el moédulo del primer término. En dicha investigacion se implementd, para el
calculo del error, un programa en el software libre Python, basado en las ecuaciones obtenidas
para la estimacion del error. Como se ha mencionado, es bueno que los estudiantes sean capaces
de utilizar este tipo de recursos e incluso implementar sus propios programas en los software de
su preferencia. Este programa calcula el error conociendo los coeficientes y las condiciones de
Cauchy con el cual se realizaran los célculos necesarios en el ejemplo que se observa en dicha
investigacion. También es importan que el estudiante pueda apreciar como el error que se
comete al resolver el problema a través del método planteado disminuye si € — 0. Para ello, en
cada ejemplo desarrollado se propone realizar un analisis del error similar al propuesto en Comet
2018, utilizando un software que sea propicio a la carrera y adecuado a su vez a los
conocimientos de los estudiantes.

Luego de un estudio exhaustivo y varios ejemplos sobre las EDO de segundo orden con
parametro pequefio, el estudiante estara preparado para profundizar en las EDO de tercer orden

con parametro pequefio, para lo cual se propone la siguiente estructura.

Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal no homogéneas de tercer orden.

nr

azy" + ay" +a,y" + agy = f(x) (19)
Dentro de estas se analizaran, aquellas en las que aparecen:
1. Coeficientes constantes y parametro pequefio en la derivada de orden superior en el caso

que no aparece la funcion incégnita sin derivar.

eazy" + ay" + a;y" = f(x) (20)
2. Coeficientes constantes y parametro pequefio en la derivada de orden superior.
easy"" + ay" + a1y' + apy = f(x) (2D

Teniendo en cuenta el conjunto de las funciones continuas sobre un intervalo [0, b], se
analizaran, a continuacion, las ecuaciones diferenciales de tercer orden lineales no homogéneas
con coeficientes constantes y parametro pequefio en la derivada de orden superior. Para esto es
necesario el dominio de los conceptos de ecuacion complementaria caracteristica (Batard 1990),
transformada de Laplace y producto de convolucion (Céspedes 1989).

Para ambos casos debe realizarse un andlisis detallado teniendo en cuenta el
procedimiento llevado a cabo en Comet 2018. Es importante tener en cuenta que para este primer

caso mencionado se plantea una reduccion de orden en la EDO de tercer orden, llevandola a una
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de segundo orden para realizar a partir de ese momento el procedimiento explicado para las
EDO de segundo orden, coeficientes constantes y parametro pequefio en la derivada de orden
superior. Primeramente se debe determinar la solucion general y la estimacion del error,
teniendo en cuenta las caracteristicas generales de cada problema, los coeficientes y condiciones
iniciales, proponiendo un software para el calculo de este error estimado, desarrollado en Comet
2018.

Coeficientes constantes y parametro pequefio en la derivada de orden
superior en el caso que no aparece la funcion incégnita sin derivar.

En este caso estan concebidos los problemas que condicen a ecuaciones diferenciales
con una estructura como la ecuacién 20. Es importante el analisis de este tipo de ecuaciones
primero, debido a que las mismas tienen gran similitud con las ED de segundo orden y
coeficientes constantes en la derivada de orden superior (16). Esto es debido a que como las
mismas no presentan término sin derivar, se puede realizar una reduccién de orden, tomando
z(x) = y'(x), lo cual convierte al problema en una ED de segundo orden y coeficientes
constantes en la derivada de orden superior, el cual ha sido analizado con anterioridad. Esta
similitud entre ambos problemas propiciard un aprendizaje gradual de los contenidos por parte
de los estudiantes, asociando ambos procedimientos.

Una vez realizado el andlisis de la convergencia del problema original al problema
limite, teniendo en cuenta la ecuacion complementaria caracteristica del mismo, se debe realizar
un analisis detallado de las soluciones homogéneas, particular y general del problema se puede
pasar a la estimacion del error siguiendo el procedimiento planteado en Comet 2018.

Una buena forma de que los estudiantes comprendan esta tematica es a traves ejemplos
sencillos en los cuales se establezcan los niveles organizativos de los mismos, propiciando un

aprendizaje gradual y organizado, desde lo méas sencillo a lo mas complejo

Coeficientes constantes y parametro pequefio en la derivada de orden
superior.

El presente apartado tiene el proposito de mostrar, desde el punto de vista practico, el
desarrollo de las EDO tercer orden con coeficientes constante y parametro pequefio en la
derivada de orden superior, que se lleva a cabo en la alternativa para la estructuracion del PEA.
La resolucion de este tipo de ecuaciones en la escuela le brinda al estudiante un mayor
conocimiento y permite un mejor manejo y aprovechamiento de sus habilidades ente problemas
que conduzcan a EDO con parametro pequefio. La propuesta se concreta en un ejemplo que
muestra la utilizacion de dichos conocimientos para cada caso y el desarrollo de programas
sencillos que faciliten el calculo del error estimado.

Una vez analizado y ejercitado los casos anteriores entonces los estudiantes tendran las
herramientas necesarias para el analisis y comprension del problema de Cauchy del tipo

eazy" + ay" + a1y’ + apy = f(x) (21)

J(0) = 4

Je(0) = A4

7" (0) = 4,
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En este caso una buena estrategia seria comenzar desde un caso particular, de un
problema en especifico, para luego generalizar a todas las ecuaciones con la forma anteriormente
descrita. Sin embargo, esto también depende de las caracteristicas que presente el grupo de
estudiante y el grado de asimilacién y comprension de los mismos. Téngase en cuenta que se
trabaja con el conjunto de las funciones continuas sobre un intervalo [0, b]. Ademas se utilizaran
teoremas y conceptos conocidos o trabajados por otros autores, como es el caso del teorema de
convergencia continua (Elsgoltz, 1977), el concepto de ecuacion complementaria caracteristicas
dado por Batard en su tesis doctoral, el concepto de transformada de Laplace y producto
convolucion (Céspedes 1989), por lo cual es necesario que el estudiante maneje estos conceptos
adecuadamente. Finalmente es necesario tener en cuenta, en este caso como en los otros el error
estimado cuando se sustituye el problema original por el problema limite y el analisis del mismo
a través de un software que facilite dicho procedimiento. Finalmente para estas ED se obtiene
como estimacion del error, teniendo:

s;, 1 = 1,2 Son las soluciones de la ecuacion caracteristica del problema limite.

t es la raiz de la ecuacion complementaria caracteristica.

Si s; son negativos

4, —Y"(0) 4, —¥5"(0)

A~ st —esd| TG e
+[e2b |2 (max v (ol) esy — e +less —eD|  (22)

Si s; son ambos positivos
A, =Y (0)
(s —s1)(t — €sq)

A; —Yy"'(0)
(51— 52)(t — €s3)

S2

€

e(e) = e

Qo
2n |2 12z _ s:b _ $b
+e2b | 2| (max [V (o) (les; — tlet? + les; — tle™?)  (23)

La estimacion del error es Gtil para saber qué tan buena es la solucién obtenida segun los
requerimientos del problema. Es recomendable comenzar con ejemplos sencillos que permitan
al estudiante ir desarrollando poco a poco las habilidades necesarias, ademas de enfatizar en la
importancia de utilizar un software para la estimacion del error, el cual puede ser el propuesto

Comet 2018 o desarrollado en el aula.

Concepcidn de las tareas docentes para la ensefianza aprendizaje de las
EDOL con parametro pequefio con el uso de herramientas tecnologicas.
Objetivo. Estructurar el sistema de actividades con el uso de herramientas tecnologicas.
De forma general, la estructuracion del PEA de las EDOL no homogeneas en el que se
realice la coordinacion entre los tres registros y el uso de algin software permite tratar los
aspectos teoricos, la representacion grafica de campos de direcciones asociado a una ecuacién
diferencial, hacer referencia a las tangentes y comparar con graficos (curvas) de funciones
conocidas y/o lugares geométricos que se estudian en la ensefianza precedente (elipses,
circunferencias, etc.), el analisis de soluciones cuando no se dispone de una expresién
algebraica. Asi como mostrar entre otros, algunos ejemplos de ideas erroneas del estudiante que
el uso de software ayuda a desterrar, por ejemplo, que los metodos algebraicos de resolucion de

una EDOL proporcionan la expresion mas general de las soluciones.
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Esta forma de utilizar el software en las EDO, obliga a proponer tareas de ensefianza
aprendizaje muy diferentes a las que se venian planteando anteriormente. Por un lado, se deben
considerar tareas con las que el estudiante se familiarice con el uso de los mismos, de tal forma
que sea capaz de utilizar de forma fluida este y su sistema de notacion. Estas tareas, aunque no
tienen un interés especial para las EDO, sin embargo, sirven para que el estudiante sepa utilizar
los comandos del software para el estudio de las EDO.

La politica educacional cubana estd encaminada a elevar la efectividad del proceso
docente educativo para aumentar la calidad de la preparacion de los especialistas y con menor
tiempo de estudio incrementar la eficiencia en los profesores, mejorando los resultados
academicos de los alumnos. Por lo tanto, el proceso docente educativo se debe desarrollar sobre
bases cientificas para alcanzar con mayor eficacia las exigencias que la sociedad le plantea a la
educacion. (Miqueo 1998). Se propone que al realizar ejercicios relacionados con estos
contenidos se vincule la resolucion de los mismos con la utilizacion de software, de manera que
le permitan al estudiante la estimacion del error obtenido de una manera mas eficiente. Al
estudiar las ecuaciones mediante las cuales se define el error cometido para cada caso, se puede
apreciar, que las mismas en ocasiones pueden ser muy extensas y complejas, de aqui que la
utilizacion de programas basados en dichas ecuaciones (los cuales se explica su funcionamiento
en cada tema) para la estimacion del error es una opcién mas viable que la estimacién del mismo
a mano. A su vez, el estudiante estard implementando, de ser posible, sus propios programas en
los softwares de su preferencia, a pesar de que en esta investigacion se plantean software para
cada tematica. Esto facilita el aprendizaje de los estudiantes y propicia un mejor desarrollo de
la clase, ademas, el estudiante da pasos importantes en la vinculacién de la resolucion de
situaciones que conllevan a ecuaciones diferenciales con estas caracteristicas y las tecnologias,
preparandose para resolver problemas de forma independiente y desarrollando habilidades que
le permitan una correcta preparacion, lo cual le posibilitara un mejor desempefio como futuros
profesionales.

La computadora es un método de ensefianza fundamental para el PEA en la actualidad
debido a la importancia de la optimizacion y perfeccionamiento de este proceso. Una de las vias
para solucionar este problema es el empleo de la computadora como herramienta de trabajo y
como medio de ensefianza.

Los medios de ensefianza computalizados cumplen los siguientes principios
pedagdgicos:

» Principio de la asequibilidad (de lo facil a lo dificil)

» Microparticion del contenido.

» Atencion diferenciada al estudiante.

» El trabajo independiente.

» Verificacion inmediata del aprendizaje.
(Miqueo 1998)
Cada uno de los programas propuestos incrementa la eficiencia y la efectividad del
proceso de la estimacion del error ya que facilita los céalculos y permite el desarrollo de
habilidades de programacion, el pensamiento multidisciplinario y la utilizacién de herramientas

computacionales para incrementar la eficiencia del procedimiento matematico.
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Analisis y Resultados

Considerando la alternativa didactica propuesta, se realiza una valoracion de la misma a
través de talleres de critica y reflexion. En dichos talleres se pretende colectivizar la propuesta
desarrollada para someterla asi, al debate y reflexion de los docentes. Esto permite analizar las
fortalezas y deficiencias de la alternativa, teniendo en cuanta los criterios, los aspectos en que
coinciden y difieren, los docentes. Lo que posibilita valorar la alternativa y fortalecer sus
deficiencias. Se realizaron dos talleres durante los meses de septiembre a diciembre del 2021 en
los que estuvieron presente los docentes del Departamento de Matemaética de la Universidad de
Camagley, fundamentalmente los docentes pertenecientes al colectivo de disciplina de Anélisis
Matematico.

Anélisis de los talleres de reflexion critica

Obijetivo:

Teniendo en cuenta las caracteristicas de esta asignatura y el contenido en cuestion, asi
como el desarrollo de las EDO y las EDO con pardmetro pequefio en la Universidad de
Camaguey, expuesto con anterioridad primeramente se propone lograr un adecuado
conocimiento y manejo del contenido, partiendo de las EDO y teoremas estudiados con
anterioridad.

Las funciones que se consideran caracterizan la propuesta que presenta para la
estructuracion de las EDO con parametro pequefio son las siguientes:

» Lagica: la alternativa constituye la base para la estructuracion del contenido referente a
las EDO con parametro pequefio, partiendo de las EDO estudiadas con anterioridad que
no presentan dicho parametro, teniendo en cuenta la via légica para la obtencion del
nuevo contenido.

» Sistematizadora: la variante permite la relacion de conceptos y procedimientos y
construir un nuevo sistema de conocimientos y habilidades, concretandolo en las EDO
con parametro pequefio de segundo y tercer orden.

» Modeladora: esta propuesta va desarrollando un modelo de actuacidon al enfrentarse a
este tipo de problematica, convirtiéndose en referencia para la resolucién de EDO con
parametro pequefio o en la elaboracion de nuevos procedimientos.

» Desarrolladora: esta tematica ofrece al estudiante ampliar su vision sobre las EDO
cuando estas presentan parametro pequefio en diferentes términos y del contenido
correspondiente a las EDO en general, asi como método de solucion y de estimacion
del error cometido, como expresar estas ecuaciones y sus resultados adecuadamente.

Esta propuesta parte de la necesidad de una preparacion matematica mas profunda, que
permita la formacion de profesionales mas preparados, permitiendole enfrentarse a situaciones
problémicas de mayor complejidad a través de una via mas simple y efectiva. La variante
consiste en estructurar el PEA de las EDO de segundo y tercer orden, en su forma esencial,
incluyendo en el estudio de las mismas las EDO con parametro pequefio, y desarrollar de forma
representativa todo el sistema de conocimientos y habilidades necesarios asociados a esta. Estas
funciones brindan las condiciones necesarias para fundamentar la estructura del contenido de la

ensefianza de la Matemaética y desde el punto de vista formativo, permitiendo al estudiante la
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comprension y desarrollo de estas EDO. Una vez adquiridos los conocimientos fundamentales
los estudiantes serdn capaces de enfrentarse a diversas situaciones matematicas vy
correspondientes a otras ciencias que anteriormente le resultaban desconocidas o muy
complicadas.

El prop6sito es dotar a los estudiantes de nuevos conocimientos, preparandolos para las
diversas situaciones y problemaéticas a las que deberan enfrentarse una vez graduados, lo cual
les permitird encontrar vias de soluciones mas rapidas y eficientes. Con esta alternativa se
profundiza mas es las EDO, las cuales son fundamentales en la modelacion y resolucion de
problemas de diversa indole, adaptando el PEA a los nuevos avances tanto cientificos como
tecnoldgicos, permitiendo responder a la necesidad de formar cada dia profesionales méas

preparados y capaces.

Conclusiones

El estudio de las EDOL no homogéneas sigue centrandose en una comprension
instrumental, trayendo como consecuencia una pobre comprension por parte de los estudiantes
de donde se obtienen las ecuaciones, qué significan desde su funcionalidad matematica, y como
se aplican a la modelacion de diferentes fendmenos de la ciencia (Arslan, 2010).

Una variacion de esta concepcion debe propiciar que la ejercitacion, la
profundizacién, sistematizacion y aplicacion constituyan realmente momentos que propicien
que la comprension de los conocimientos y el desarrollo de las habilidades matematicas, se
logren de forma integrada, desde el principio a partir del objetivo que se aspira (resolucién de
problemas). Otro momento importante es el que se ocupa de la construccién de los conceptos,
teoremas y procedimientos que conforman el sistema de conocimientos y habilidades
como componentes imprescindibles para poder resolver los problemas derivados del
problema esencial. Permitiendo frente a un grupo representativo de problemas, la busqueda de
la solucion de cada tipo de ecuacion segun el grado y condiciones iniciales, a partir de
reflexiones ldgicas, indagando los conceptos que intervienen, sus relaciones, y a través del

trabajo heuristico y algoritmico.
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