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Resumen

Lainvestigacion se centra en el andlisis de los niveles de razonamiento geométricoy los grados de adquisicion,
de acuerdo con el modelo de Van Hiele, que obtienen los estudiantes de 5° y 6° de Educacién Basica de una
escuela rural con aulas multigrado, al implementar una unidad didactica sobre perimetro y area de cuadri-
lateros. La metodologia es mixta, con un disefio pre-experimental, con aplicacién de pre-test y post-test. La
muestra esta constituida por 7 estudiantes en un curso multigrado. Para el andlisis de los niveles de razona-
miento, se tomaron en cuenta los tipos de respuesta de los estudiantes, los que son de utilidad para ponderar
las respuestas y con ello lograr medir los grados de adquisicion. Se describen resultados antes y después de la
implementacién que, aplicando la prueba no paramétrica Wilcoxon para muestras emparejadas, evidencian
cambios positivos mostrando diferencias estadisticamente significativas, logrando alcanzar los niveles de ra-
zonamiento y grados de adquisicién acordes a su nivel educacional.

Palabras clave: Niveles de razonamiento, Grado de adquisicién, Perimetro, Area, Aula multigrado.

Application of the Van Hiele model in the study of the concepts
of perimeter and area in a multi-grade classroom rural school

Abstract

The research focuses on the analysis of the levels of geometric reasoning and the degrees of acquisition, ac-
cording to Van Hiele's model, obtained by 5th and 6th grade students of Basic Education of a rural school
with multigrade classrooms, when implementing a didactic unit on perimeter and area of quadrilaterals. The
methodology is mixed, with a pre-experimental design, with application of pre-test and post-test. The sample
is constituted by 7 students in a multigrade course. For the analysis of the levels of reasoning, the types of
answers of the students were taken into account, which are useful to weight the answers and thus measure the
degree of acquisition. Results before and after the implementation are described, which, applying the nonpa-
rametric Wilcoxon test for paired samples, show positive changes showing statistically significant differences,
achieving the levels of reasoning and degrees of acquisition according to their educational level.

Keywords: Levels of thinking, Degree of acquisition, Perimeter, Area, Multi-grade classroom.
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Aplicacion del modelo de Van Hiele al estudio de los conceptos de perimetroy &rea en una escuela rural con aulas
multigrado

Aplicacao do modelo de Van Hiele ao estudo dos conceitos de
perimetro e area numa escola rural com salas
de aula multisseriadas

Resumo

A pesquisa se concentra na andlise dos niveis de raciocinio geométrico e dos graus de aquisi¢ao, de acordo
com o modelo de Van Hiele, obtidos por alunos da 57 e 62 séries do Ensino Basico em uma escola rural com
salas de aula de varias séries, ao implementar uma unidade didatica no perimetro e drea de quadrilateros. A
metodologia é mista, com projeto pré-experimental, com aplicagdo de pré-teste e pds-teste. A amostra con-
sistiu de 7 alunos em uma turma com varias turmas. Para a analise dos niveis de raciocinio, foram levados em
conta os tipos de respostas dos alunos, que sao Uteis para ponderar as respostas e, portanto, para medir o
grau de aquisicdo. Os resultados antes e depois da implementacdo sdo descritos, os quais, aplicando o teste
ndo paramétrico Wilcoxon para amostras pareadas, mostram mudancas positivas mostrando diferencas es-
tatisticamente significativas, alcancando niveis de raciocinio e graus de aquisicao de acordo com seu nivel
educacional.

Palavras-chave: Niveis de raciocinio, Grau de aquisicdo, Perimetro, Area, Sala de aula multigraduada.

INTRODUCCION

Actualmente, existe una alta preocupacion respecto a la calidad de los aprendizajes
matematicos de los estudiantes chilenos, que, en pruebas internacionales, evidencian bajos
resultados para todos los ejes de esta asignatura. Asi lo confirman, por ejemplo, los resulta-
dos de la prueba TIMMS del afio 2015 para 4° afo de Educacién Basica, donde los logros de
aprendizaje en Matematica y Ciencias Naturales son significativamente menores al centro
de la escala de esta prueba, siendo estable en relacién con la evaluacién del aino 2011 (Chile,
2012, 2017). También, a través de los datos aportados por este instrumento, se observa la
amplia brecha que existe seglin dependencia del centro educativo, es decir, las instituciones
particulares pagadas obtienen mejores resultados que las municipales; sefialando que los
ingresos en el hogar tienen relacién con los resultados obtenidos, donde la diferencia es
estadisticamente significativa.

Por otro lado, la Geometria aporta contenidos necesarios de trabajar sobre todo en
los niveles educacionales de Ensefianza Basica, pues “es una materia cuyo estudio permite
desarrollar el razonamiento légico, la percepcion espacial y la visualizacién para ubicarnos
en el espacio en el que vivimos” (Barrantes-L6pez et al., 2014, p. 98), asi como su importan-
Cia, a lo largo de los afios, para el desarrollo del hombre (Fripp, 2012). Asimismo, respecto a
las magnitudes y su medida, Godino et al. (2004, p. 361) sefialan que son importantes:

(...) en el curriculo de mateméticas desde los niveles de educacion infantil hasta se-
cundaria debido a su aplicabilidad y uso extendido en una gran cantidad de activida-
des de lavida diaria. El uso de la medicion también ofrece oportunidad de aprendery
aplicar otros contenidos matematicos, como operaciones aritméticas, ideas geomé-
tricas, conceptos estadisticos y la nocién de funcién. Permite establecer conexiones
entre diversas partes de las matematicas y entre las mateméticas y otras areas dife-
rentes, como el area de sociedad, ciencias, arte y educacion fisica.
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La importancia de estas tematicas es recogida en las directrices curriculares del Mi-
nisterio de Educacién chileno (Chile, 2018a), donde se establecen cinco ejes, entre ellos el
de geometria y de medicion. En el eje de geometria se espera que los estudiantes aprendan
habilidades como reconocer, visualizar y dibujar figuras; describir caracteristicas y propie-
dades de figuras en 3D y 2D; adquieran conceptos y un lenguaje mas preciso para entender
la estructura del espacio; y, por Ultimo, analicen objetos en movimiento, desarrollando tem-
pranamente el pensamiento espacial. Asimismo, en lo referido a la medicidn, las directrices
curriculares pretenden que los estudiantes:

(...) sean capaces de identificar las caracteristicas de los objetos y cuantificarlos, para
poder compararlosy ordenarlos. Las caracteristicas de los objetos —ancho, largo, alto,
peso, volumen, etc. - permiten determinar medidas no estandarizadas. Una vez que
los alumnos han desarrollado la habilidad de hacer estas mediciones, se espera que
conozcan y dominen las unidades de medida estandarizadas. Se pretende que sean
capaces de seleccionar y usar la unidad apropiada para medir tiempo, capacidad,
distancia y peso, usando las herramientas especificas de acuerdo con lo que se esta
midiendo (Chile, 2018a, p. 219).

Concretamente, se espera que los estudiantes al finalizar el quinto curso de Educaci-

6n Basica cumplan los siguientes objetivos de aprendizaje (Chile, 2018a, p. 249):

« Medir longitudes con unidades estandarizadas (m, cm, mm) en el contexto de la resolucién de
problemas.

+ Realizar transformaciones entre unidades de medidas de longitud: kmam, macm,cmammy
viceversa, de manera manual y/o usando software educativo.

« Disefiar y construir diferentes rectdngulos, dados el perimetro, el 4rea 0 ambos, y sacar conclu-
siones.

+ Calcular areas de triangulos, de paralelogramos y de trapecios, y estimar areas de figuras irregu-
lares, aplicando las siguientes estrategias: conteo de cuadriculas; comparacién con el area de un
rectangulo; completar figuras por traslacion.

« De modo similar, en sexto basico (CHILE, 2018a, p. 254):

« Calcular la superficie de cubos y paralelepipedos, expresando el resultado en cm? y m2,

« Calcular el volumen de cubos y paralelepipedos, expresando el resultado en cm3, m3y mm?.

Finalmente, otro elemento considerado en esta investigacion es la escuela rural mul-
tigrado, donde asumimos la concepcién de Hinojo et al. (2010), basada en las ideas de Cor-
chén (2000, 2005) sobre escuela rural, porque responde de mejor forma a las caracteristicas
de un grupo importante de la realidad chilena, que es la inica de una localidad (por lo gene-
ral, inferiores a 500 habitantes), con una cantidad de cursos que vade 1 a4y que tienen mas
de un nivel educacional por aula.
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De acuerdo con las consideraciones anteriores, este trabajo tiene por objetivo anali-
zar el impacto de la implementacién de una unidad diddctica sobre perimetro y drea de cua-
drildteros, segtn el Modelo de Van Hiele, en una escuela rural con aulas multigrado.

FUNDAMENTOS

Modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele

Los investigadores Pierre M. Van Hiele y Dina Van Hiele-Geldof, basados en su expe-
riencia dando clases de Educacion Secundaria y concretado en sus tesis doctorales (Van
Hiele, 1957; Van Hiele-Geldof, 1957), proponen un modelo para la ensefianzay el aprendiza-
je de la Geometria, llamado cominmente modelo de Van Hiele. Este modelo destaca la im-
portancia que tiene la comprensién de este tema por parte de los profesores, para generar
estrategias efectivas de ensefianza, considerando la forma en que se produce el aprendizaje
geométrico en los estudiantes.

Por su parte, Jaime (1993) destaca que este modelo tiene un aspecto descriptivo, el
que identifica formas de razonamiento geométrico de un individuo y permite la valoracion
de sus avances; y otro instructivo, dirigido a los profesores, que corresponde a las fases de
aprendizajes, permitiendo que los estudiantes puedan transitar de un nivel de razonamien-
to a otro superior. En el Cuadro 1, se presenta un resumen de las caracteristicas de los nive-
les de razonamiento de Van Hiele segiin Aravena y Caamafio (2013), basado en la descrip-
cion realizada en trabajos previos (Fuys et al., 1988; Jaime, 1993; Jaime y Gutiérrez, 1996).

Cuadro 1: Niveles de razonamiento geométrico del modelo de Van Hiele

Niveles Caracteristicas

Nivel 1: - Es el nivel mas elemental de razonamiento, los estudiantes perciben las figuras geo-
L métricas en su totalidad, pudiendo incluir atributos irrelevantes en las descripciones que
Reconocimiento o . . e . ) .
. L hacen. - Los reconocimientos, diferenciaciones o clasificaciones de figuras que realizan, se
o visualizacion . . .
basan en semejanzas o diferencias fisicas globales entre ellas.

- Es en este nivel donde se presenta por primera vez un tipo de razonamiento, que podria
[lamarse matemadtico. - Los estudiantes son capaces de descubrir y generalizar propieda-
des, a partir de la observacién y la manipulacién.

Nivel 2:
Analisis

- En este nivel los estudiantes pueden entender que unas propiedades pueden deducirse

Nivel 3: de otras y adquieren la habilidad de conectar l6gicamente diversas propiedades de la
Clasificacién | misma o de diferentes figuras. - Son capaces de clasificar diferentes figuras geométricas y
dar definiciones matematicas.

- El estudiante logra la capacidad de razonamiento l6gico matematico y una vision. glo-

Nivel 4: . . X . . . ;

L balizadora del area que se esté estudiando. - Esto les permite realizar demostraciones
Deduccioén . o . "
formal formales de aquellas propiedades que antes habian “demostrado informalmente’, como
también, descubrir y demostrar nuevas propiedades.

- En este nivel el estudiante debe trabajar sistemas axiomaticos distintos del usual, trans-
Nivel 5: ferencias de conocimientos a otros sistemas. - Gutiérrez y Jaime (1996) plantean que exis-
Rigor te una posicién de escepticismo respecto de la validez de las caracteristicas del quinto

nivel y la poca posibilidad de testarlas.
Fuente: Aravena y Caamano (2013, p. 149)
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Asimismo, respecto a las fases de aprendizajes que permite la organizacion de acti-
vidades con el objetivo de ayudar a estudiantes a avanzar de un nivel a otro (Jaime, 1993;
Jaimey Gutiérrez, 1990). En el Cuadro 2, se muestran las ideas centrales de cada fase:

Cuadro 2: Fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele

Fases Caracteristicas

Fase 1: Se coloca el énfasis en la visualizacion y en la comparacion de objetos, se enuncian
Informacion caracteristicas de manera informal.
Fase 2: Identificacion de caracteristicas, reconocimiento de propiedades y establecimiento
Orientacién dirigida | de relaciones.
Fase 3: Intercambio de experiencias, comentar las regularidades encontradas, las propieda-
Explicitacion des, explicitacién del trabajo realizado.
Fase 4:

. S Aplicacion de los conocimientos a situaciones nuevas, pero con
Orientacion libre

Visién global de lo aprendido, integrando los nuevos conocimientos y métodos de
trabajo. Se trata de la organizacién de los conceptos, definiciones, propiedades o re-
laciones adquiridas en las fases anteriores.

Fase 5:
Integraciéon

Fuente: Aravena y Caamano (2013, p. 150)

Completando estas cinco fases, los estudiantes deben haber alcanzado un nuevo ni-
vel de razonamiento. Ahora se debe comenzar de nuevo con el proceso, enfocados en avan-
zar al nivel de razonamiento, retomando algunos aspectos del tema que se esta trabajando
(Gutiérrez, 1994).

Ademas de la descripcidn de los niveles de razonamiento, se hace necesario sefalar
las caracteristicas generales de estos, donde existe una jerarquizacién y secuencialidad (Jai-
me y Gutiérrez, 1990), es decir, cada uno se apoya del anterior y estos presentan diferentes
grados de complejidad. Asimismo, se menciona que dentro de los primeros 3 niveles, se
pueden encontrar habilidades de uso implicito que, seran explicitados en el nivel inmedia-
tamente superior: no reconocer laimportancia de las partes de la figura (nivel 1); no recono-
cer relaciones de propiedades (nivel 2); y no reconocer la necesidad de desencadenamiento
para demostracion (nivel 3).

Por su parte, Jaime y Gutiérrez (1990) destacan la importancia del lenguaje en cada
nivel de razonamiento, teniendo en consideracion, que la capacidad de razonamiento no
solo se observa en el desarrollo de problemas, sino que también en la forma en que el estu-
diante se expresa. Gutiérrez y Jaime (1998) describieron los atributos que se deben consi-
derar en cada nivel de razonamiento (Cuadro 3), elementos que han sido la base para esta
investigacion.

PARADIGMA, Maracay, XLV, Edicién Normal, Namero 1, 2024009, 2024 5



Aplicacion del modelo de Van Hiele al estudio de los conceptos de perimetroy &rea en una escuela rural con aulas

multigrado

Cuadro 3: Atributos de procesos de razonamiento en niveles de razonamiento

Procesos

Reconocimientoy

Nivel 1

Atributos fisicos
(posicién, forma,

Nivel 2

Propiedades mate-

Nivel 3

Nivel 4

atributos fisicos

ticos

ciones, exclusiva e
inclusiva

descripcion . maticas
tamano)
. Definiciones con Definiciones con’ Aceptar definicio-
Uso de definiciones ; estructura matema- .
estructura simple . . nes diferentes
tica compleja
Formulacién de Listado de propie- | Listado de propie- | Conjunto de pro- Prueba la equiva-
definiciones dades dades piedades lencia de
. Clasificar con
. Exclusiva basada en . -
e Exclusiva basada en . . diferentes defini-
Clasificacién atributos matema-

Demostracion

Verificacion con
ejemplo

Demostraciones
[6gicas informales

Demostracion m

Fuente: Gutiérrez y Jaime (1998, p. 32)

Investigaciones del modelo de Van Hiele

El uso e impacto de este modelo viene desde sus primeras publicaciones. Por ejem-
plo, en la Unidén Soviética lo consideraron para disefiar las directrices curriculares de mate-
matica que se implementaron hacia los afios 60 (Pyskalo, 1968). Mas adelante, en Holanda,
se utiliz6 en el proyecto Wiskobas de desarrollo curricular (Treffers, 1987). En los paises de
occidente, su difusion viene luego de la publicacidn de Wirszup (1976).

También, es necesario mencionar tres proyectos que han sido impulsores del mo-
delo de Van Hiele que, ademas, han marcado precedentes profundos para investigaciones
posteriores, brindando informacién valiosa sobre este modelo: proyecto Brooklyn (Fuys et
al., 1988), de Chicago (Usiskin, 1982) y de Oregdn (Burger y Shaughnessy, 1986, 1990).

En el caso de Espafia, uno de los grupos mas relevantes en el uso y difusiéon del mo-
delo de Van Hiele es el liderado por Angel Gutiérrez de la Universidad de Valencia. Algunas
investigaciones, como, por ejemplo, Gutiérrez y Jaime (1991) efectian un estudio dirigido a
los docentes, en base a las fortalezas que tiene la implementacién del modelo de Van Hiele
en el aula en la ensefianza de las rotaciones. Asimismo, Jaime (1993) incorpora los grados de
adquisicién de los niveles de razonamiento geométrico como nueva metodologia, para me-
dirlo con mayor exactitud en estudiantes espafioles de diferentes niveles sobre las isome-
trias. Asimismo, Gutiérrez (2009) plantea, a partir de sus investigaciones, una proyeccion de
los niveles de razonamiento, sefialando que los estudiantes de 1° a 4° basico solo alcanzan
el nivel 1,y no necesariamente en un alto grado de adquisicidon, mientras que los de 5° basi-
co estarian en un periodo de transicion entre el nivel 1 e inicios del 2 y en 6° basico podrian
comenzar con el nivel 2.
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En el contexto chileno, encontramos el trabajo de Aravena y Caamafio (2013), donde
se analiz6 el nivel de razonamiento geométrico de estudiantes de 6° de Educacién Basica
a 2° de Educacion Media. Sus resultados muestran el predominio del nivel 1 de Van Hiele
y un grado de adquisicién bajo respecto de los procesos de razonamiento. Mas tarde, Ara-
vena et al. (2016) muestran los resultados de una intervencién de aula sobre semejanza de
figuras planas en estudiantes de 2° medio de centros vulnerables, con grupos experimental
y control, y con la aplicacion de pre-test y pos-test. Los resultados arrojan diferencias sig-
nificativas, a favor del grupo experimental, en el desarrollo de los niveles de razonamiento
geométrico.

Por Gltimo, es necesario destacar que no se han encontrado estudios que consideren
el modelo de Van Hiele en el contexto de aulas multigrado en ruralidad, por lo que nuestro
estudio entrega resultados novedosos.

Extension del modelo de Van Hiele hacia otras areas

Dada la importancia que ha tomado este modelo, diversos autores lo han utilizado
para analizar el razonamiento en otros objetos matematicos no geométricos. Por ejemplo,
Land (1990) realiza un primer intento al extenderlo hacia la ensefianza del algebra, aunque
no se considera una correcta extension del modelo, pues se centra en habilidades de tipo
operacional y no en el pensamiento mismo. En Llorens (1996), se extiende el modelo al con-
cepto de aproximacién local a través de la recta tangente en un punto. Campillo y Pérez
(1998) aplican el modelo al concepto de continuidad de Cauchy. Jaramillo y Pérez (2001)
extienden el modelo con la nocién de convergencia de series. Esteban y Llorens (2003) lo
utilizan para el concepto de recta tangente a una curva en un punto, usando otro medio
de visualizacion, ampliando lo considerado en Llorens (1996). Y, por ultimo, Prat (2015) lo
extiende al concepto de area.

Estos estudios nos motivan a considerar el modelo de Van Hiele en los conceptos de
perimetro y area de cuadrilateros. Si bien, existen autores como D’Amore y Fandifio (2007)
que indican que corresponden a conceptos propios de la geometria, Prat (2015) y las direc-
trices curriculares chilenas (Chile, 2018a) los consideran conceptos no geométricos, incluso
esta dltima lo incorpora dentro del eje de medicién.

Dificultades respecto a los objetos matematicos de area y perimetro en cuadrilateros

Para el estudio de los objetos matematicos de perimetro y area, es importante consi-
derar caracteristicas y propiedades de las figuras geométricas, las relacionadas con formas,
tamanio, distancia y ubicacion, las cuales constituyen un aspecto esencial para la medicién
de longitudes, como también las dificultades y obstaculos que se presentan al momento de
interactuar con estos objetos.
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Rogalski-Muret (1979) sefiala que en el proceso de aprendizaje de los temas de peri-
metro y area existen dificultades en los cambios de la forma y dimensiones, ademas del uso
de las unidades de medicion. El obstaculo generado por parte de los estudiantes se produce al
momento que asocian erradamente unidades de longitud con céalculos realizados en figuras ge-
ométricas, como, por ejemplo, no considerar las unidades cuadradas al obtener el area de una
superficie. Ademas, estan las dificultades de diferenciar perimetro de area, cuando se efectuan
mediciones de contornos y superficies, y la de no asociar la longitud de lados con la forma de
la figura (Moreira y Comiti, 1994).

Ademas, existen estudios que involucran concepciones que poseen los profesores para
la ensenanza del area, donde se evidencian carencias respecto de estos objetos matematicos.
Por ejemplo, Tierney et al. (1990) estudian la percepcion sobre el concepto de area en futuros
profesores de Educacion Primaria, observando que lo relacionan més con la férmula de calculo

que con su concepcion general, asociado a un aprendizaje memoristico.

Finalmente, Azhari (1998) menciona que se encuentran obstaculos cuando hay dos rela-
ciones ligadas mutuamente, en donde se aplica la Ley de Conservacion, es decir, si el perimetro
aumenta, los estudiantes esperan que el area también lo haga.

METODOLOGIA

Tipo, muestra, datos de contexto e instrumentos de recogida de datos

Eltrabajo sigue una metodologia mixta, con un disefio pre-experimental (Hernandez
et al., 2014), basado en la implementacién de una unidad de aprendizaje, con la aplicacion
de un pre-testy post-test, para analizar el nivel de razonamientoy el grado de adquisiciéon en
los temas de perimetro y area, segiin el modelo de Van Hiele.

La muestra estuvo formada por 7 estudiantes del curso multigrado de 5° y 6° basico
de una escuela rural con aulas multigrado de una comuna de la Regién del Maule (Chile). En-
tre los motivos para la seleccién intencionada de esta muestra se encuentran: 1) las proyec-
ciones de los niveles de razonamiento de Van Hiele para estudiantes de 5° y 6° basico seglin
Gutiérrez (2009); 2) la escasez de investigaciones en centros educativos con caracteristicas
de ruralidad y multigraduacion en sus aulas; 3) por ser la Regién del Maule una de las con
mayor indice de pobreza, la que aumenta en el contexto rural (Chile, 2018b).

La recogida de datos se efectué mediante la aplicacién de un pre-test y un post-test,
con 7 actividades de estructura y dificultad similar, sobre los temas de perimetroy area, para
evaluar la mejora de los niveles de razonamiento y sus grados de adquisicidn alcanzados
por los estudiantes. Ambos instrumentos se validaron por medio de juicio de expertos (3).
En el Cuadro 4 se muestra el contenido evaluado y los niveles de razonamiento involucrados
en cada actividad.
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Cuadro 4: Contenido geométrico de items de pre-test y post-test

Niveles
Contenido
p
1 X Identificacion de cuadrilateros
5 . Identificacion de interior y contorno de cuadrilateros
Identificacién y descripcién de unidades de medida
Construccion de cuadrilateros
3 X X Célculo de perimetro y area.
4 < y Descomposicion de figuras
Calculo de perimetro y area
5 X Relacion entre formas de figuras con perimetro y drea
6 y Reconfiguracién de figuras
Célculo de perimetro y area
; y Construccion de cuadrilateros a partir de perimetro y area
Identificacién de propiedades de cuadrilateros

Fuente: Elaborado por los autores

Implementacion de la experiencia de aula

A continuacion, en el Cuadro 5, presentamos los objetivos abordados sobre los objetos
de perimetro y area de los niveles 1 y 2 de razonamiento del modelo de Van Hiele, como tam-

bién las fases de aprendizajes que estructuran el proceso de ensenanza.

Cuadro 5 Objetivos considerados para trabajar los objetos de area y perimetro, segiin

nivel de razonamiento y fases de aprendizaje

Nivel 2: Analisis

Nivel 1: Reconocimiento

- ldentifican visualmente objetos de
contexto local, que tengan caracteristi-

cas comunes relacionadas con los cua- e [ . -
- Clasifican cuadrilateros segun sus caracteristicas

drilateros o - .
1 s S - Identifican transformaciones que permitan crear cua-
- Identifican interior y contorno de cua- | | ..
Sl drilateros
drilatero
- Miden interior y contorno de cuadrila-
tero

- Relacionan el area y perimetro con la forma de figura
- Clasifican cuadrilateros de acuerdo a su forma de cal-

- Miden interior de figuras a partir de | cular perimetroy area

cuadriculas - Obtienen area y perimetro de diferentes cuadrilateros,

- Miden contornos de cuadrildteros, uti- | utilizando unidades de medida estandarizada y no es-
2 lizando unidades de medida no estan- | tandarizada

darizada - Construyen cuadrilateros a partir de perimetros, are-

- Construyen cuadrildteros a partir de | as y otras caracteristicas - Realizan transformaciones de

cuadriculas cuadrilateros para calcular perimetro y areas

- Generan expresiones de calculo de perimetro y area de
cuadrilateros.
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- Describen estrategia de conteo de
cuadriculas

- Describen construcciones de cuadri-
lateros

- Explican utilizacion de unidades de
medida no estandarizada - Explican
mediciones de contornos

- Describen caracteristicas de cuadrilateros

- Explican los procedimientos utilizados para la cons-
truccién de cuadriculas

- Explican resultados y procedimientos utilizados de
célculo de perimetro y area

- Discuten sobre el cdlculo de perimetro en figuras
compuestas

- Describen regularidades de cuadrildteros

- Describen expresiones de célculo de perimetroy area

- Suman areas de cuadrildtero para . - . .
- Modifican superficies a partir de perimetros
obtener una mayor

. . - Relacionan regularidades que surgen a partir de
- Realizan transformaciones entre L - . .
4 . ) . duplicacién de lados, en relacion al perimetro y el area
unidades de medida no estandarizadas . . . .
- Utilizan expresiones para calcular perimetro y areas

- Descomponen superficies en cuadra- . . L
. - Reconfiguran figuras para obtener cuadrilateros
dosy rectangulos

- Integran estrategia de arreglo rectangular para contar
cuadriculas

- Explican regularidades que permiten generar expre-
siones de cdlculo de perimetro y area

- Realzan resumen de conceptos trata-
5 dos anteriormente y describen forma
de calcular perimetro y area

Fuente: Elaborado por los autores

Ejemplos de actividades consideradas en la unidad didactica

Los objetivos mencionados en el punto anterior nos permitieron disefiar las activi-
dades consideradas en la unidad didactica, las que fueron sometidas a validacion por juicio
de expertos (3), previo a su implementacién. A continuacién, ejemplificamos y detallamos
algunas de las actividades consideradas.

En la Figura 1, se muestra una actividad que aborda el concepto de area, correspon-
diente al nivel 1 de razonamiento. El estudiante debe construir cuadrilateros a partir unida-
des cuadradas entregadas, observando lo realizado y obteniendo conclusiones. Se espe-
raba que los estudiantes relacionaran la cantidad de unidades cuadradas utilizadas con el
tamanio de la figura, explicando que entre méas unidades cuadradas se utilizan para confec-
cionar cuadrilateros, mas grandes son.

Figura 1: Actividad planteada a los estudiantes, Fase 2-Nivel 1

Con las sigdentes unidades cuadradas, construye diferentes cusdrilideros,
bk, ¥ hago responds:
| JCuintas unidades cusdradas usasle pard construidos?
L 0w conduyes a parir de la cantidad de unidades cuadradas y of tamado
| de los cusdnlilems?
LComo reaizas o conleo de s ursdades cuadradas?

Fuente: Elaborado por los autores
En la Figura 2 se muestra una actividad del nivel 2 de razonamiento, donde los es-

tudiantes tienen que clasificar cuadrilateros, teniendo en cuenta los procesos iniciales al
calculo de perimetro y area, con énfasis en la reconfiguracion de figuras para el conteo de
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unidades cuadradas y sin alterar la medida del area, y, ademas, observen que el perimetro
puede cambiar después de aplicar las transformaciones.

Figura 2: Actividad planteada a los estudiantes, Fase 1-Nivel 2

i# loa agidrrie Clacinl iy

_ (\p # Enderra los cuadrilieros en los que croes que e pusda medic ol drea de
S forma axacts y explica por quill, v ko8 que no, explica por qué no
Figars ) = 2 Oud caractensticas se identifican en cada uno de los cusdrililens?
« 2 Como caloularias of drea y of perimetro de los cusdrlitoros?
# ¢S pusde transiormar aigin cuadiliibens, de tal modo que permita el conbes
de cuadriculas de foma exacta? Explica

Fogpara 4 Figgars § Figaa §

Fuente: Elaborado por los autores

Andlisis de datos

Considerando que los niveles de razonamiento se adquieren de manera gradual, en
el Cuadro 6 se muestran los grados de adquisicién y su cuantificacién considerados por Jai-
me (1993).

Cuadro 6: Descripcién y cuantificacion de los grados de adquisicion

Grado de adquisicion Caracteristica

Adquisicion nula No existen caracteristicas del nivel 0-15

Comienzan con caracteristicas métodos y exigencia del ni-

Adquisicion baja e
vel, aunque su utilizacién es pobre

Los métodos de este nivel son mas frecuentes y precisos,
Adquisicion intermedia aunque no se domina, por lo que, ante situaciones comple- 40-60
jas, se produce retroceso de nivel.

Es habitual el trabajo en este nivel, produciendo con muy

poca frecuencia el retroc 61-84

Adquisicion alta

Existe un dominio total de herramientas y métodos del nivel

. 85-100
de razonamiento

Adquisicion completa

Fuente: Adaptado de Jaime (1993)

Para analizar las respuestas de los estudiantes se consideraron los tipos de respuesta
propuestas en el cuadro anterior, que son aplicables para items de desarrollo, permitiendo
describir con mayor precisién el nivel de razonamiento que posee cada estudiante. Aravena
y Caamafio (2013) proponen un cuadro considerando los tipos de respuestas, conocimiento
matematico, grados de adquisicion y ponderacién de cada nivel de razonamiento, que se
muestra a continuacion (Cuadro 7).
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Cuadro 7: Organizacion de los tipos de respuesta, de acuerdo al conocimiento, precision matema-
tica, grados de adquisiciéon y ponderacién

Conocimiento y precision

Tipos de Zf Grado de <.
P matematica . Ponderacién
respuesta adquisicion
Incorrecto Correcto
1 Su respuesta es no codificable o no contesta Nulo 0
Respuesta inconsis-
2 tente y muy incom- 20
pleta

Respuesta muy in-
completa, breve Bajo
y pobre, aunque
muestra inicios de
cierto nivel de razo-
namiento

25

Respuesta que re-
fleja dos niveles de

i . Pre- .
4 razonamlen.to e Intermedio 50
sentando ideas de
distintos niveles que

abarca la pregunta

Respuesta muy
completa, donde
5 predomina un cier- Alto 75
to nivel de razona-
miento. La

Respuesta bastante
completa, pero no
llegan a responder el
6 problema totalmen- 80
te, porque hay saltos
en el proceso o faltan
argumentos

Completo

Respuesta muy com-
7 pleta. Da solucién to- 100
tal al problema

Fuente: Aravenay Caamano (2013, p. 152)

RESULTADOS

A continuacién, en la Tabla 1 se detallan los resultados del pre-test y post-test de
acuerdo con los grados de adquisicién (en porcentaje y concepto), detallando los porcenta-
jes generales de los niveles 1y 2 de razonamiento geométrico en el estado inicial y final, de
los estudiantes del curso multigrado. Al contrastar los resultados de ambas pruebas, queda
en evidencia el incremento en porcentajes de los grados de adquisicion alcanzado por los
estudiantes en los niveles 1y 2 de razonamiento geométrico. Dicha diferencia es estadistica-
mente significativa, segin la prueba Wilcoxon para muestras relacionadas.
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Tabla 1 - Grado de adquisicion en el pre y post-test en los estudiantes del curso multigrado

Estudiante  Cursos Pre-test Post-test

Gr (Nivel 1) Gr (Nivel 2)  Gr (Nivel 1) Gr (Nivel 2)
1 50 8,9 Nulo 0 Nulo | 77,8 Alto 28,3 Bajo
2 50 25,6 Bajo 0 Nulo | 79,4 Alto 41,7 | Intermedio
3 5o 21,1 Bajo 16,7 | Bajo | 97,8 | Completo | 96,7 | Completo
4 6° 8,9 Nulo 0 Nulo 100 | Completo | 89,2 | Completo
5 6° 76,7 Alto 12,5 | Nulo | 100 | Completo| 93,3 | Completo
6 6° 32,2 Bajo 12,5 | Nulo 100 | Completo | 89,2 | Completo
7 6° 51,1 Intermedio | 2,2 Nulo | 100 [ Completo | 88,3 | Completo

Fuente: Elaborado por los autores

En la tabla anterior, en el pre-test, se puede visualizar que el estudiante 3 (5° basico)
obtuvo el porcentaje mas alto en el nivel 2 de razonamiento geométrico (16,7%), aunque
este porcentaje corresponde a un grado de adquisicion bajo. En la Figura 3 vemos la res-
puesta del estudiante al item 6 del pre-test, donde construye una figura considerando, a
eleccién, algunas caracteristicas (relaciones entre lados y d&ngulos) y con un perimetroy area
dados, utilizando unidades de medida cuadradas para referirse al area. Si bien, reconoce
caracteristicas de la figura construida, no logra explicar su descripcién.

Figura 3: Respuesta al item 6 del pre-test

F.

apida

Cnfoc i, :
: aaa | .
- UL lade gs ot 3 at oy

E]

Fuente: estudiante 3

En el post-test (Tabla 8), se muestra que los estudiantes 1y 2 (5° basico), obtienen los
resultados mas bajos de los niveles 1y 2 de razonamiento, alcanzando un grado de adqui-
sicién alto del nivel 1 (77,8% y 79,4%, respectivamente), significando que dominan habitu-
almente este nivel, aunque, en ocasiones, hacen uso inadecuado de sus herramientas. Por
ejemplo, en la Figura 4, se muestra una respuesta del item 1, donde, por medio de la visu-
alizacion, identifica las caracteristicas de cuadrilateros y no cuadrilateros, argumentando
mediante atributos fisicos, aunque se observan errores en la justificacion relacionada a la
Imagen 6: “porque si se transforma, forma un rectangulo”.

Figura 4: Respuesta al item 1 del post-test

=T
el -

e et i osees s
A 5, § 15 e . i

ARS D
@M A T

Fuente: Estudiante 2
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Enla Figura 5, se observa un ejemplo de las respuestas del item 3 del post-test, donde
es necesario construir un cuadrilatero para calcular perimetro y area, ademas de comunicar
sobre las dimensiones de la figura y la importancia de las unidades cuadradas para el area.
El estudiante usé adecuadamente el lenguaje, haciendo diferencias entre unidades (entre
las y no cuadradas, usadas para referirse al area y perimetro, respectivamente), con expre-
siones como largo, ancho, lado y, también, calculando correctamente el perimetro y area.

Figura 5: Respuesta al item 3 del post-test

y — k [P [
] ] Core dibye = de longp lory arche los
] - = rm;:“._ g5 Hoyg ,Svine focles [o% loofes
t+ + ] _£_| r_-er g T T - lpras ol s
. . e .y dreo @S oleloowt, meltpiy -
L Ll +— -6 S impeliahle petaue 4 Seh descos .
| | 1 e -
. | 1 ] 1 draslis he dekia ‘Jwih
§ gt 44 1
et
- - 1

Fuente: Estudiante 3

En la Figura 6, se muestra un ejemplo de respuesta del item 4 del post-test (calculo
de perimetro y drea de una figura compuesta). En ella, el estudiante utilizé la descomposi-
cién en rectangulos como estrategias para obtener largo y ancho de figuras mas pequefias.
Asimismo, obtiene medidas faltantes de los lados, para obtener el calculo del area total,
sumando las areas de los rectangulos. Y para calcular el perimetro, multiplica la medida del
lado (3 unidades) por las veces que se repite (6) y luego suma con los demas. Si bien, el es-
tudiante emplea lenguaje acorde a su nivel educativo, sefialando unidades de medida cua-
drada para referirse al area, confunde lado por rectdngulo al justificar sus procedimientos y
no utiliza unidades para referirse a la medida de perimetro.

Figura 6: Respuesta al item 4 del post-test
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Fuente: Estudiante 4

En la Figura 7, se expone un ejemplo de respuesta al item 5 del post-test, donde los
estudiantes tienen que comparar la forma de dos figuras, enfocdndose en el calculo de pe-
rimetro y area para obtener conclusiones. En este caso, el estudiante logra calcular correc-
tamente el area de ambas figuras, sefialando que una es mas grande que otra, porque tiene
mayor area. Asimismo, se da cuenta que, a pesar de que el area es distinta, el perimetro es
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el mismo. Desde el punto de vista de los niveles de razonamiento, esta respuesta contiene
el uso de definiciones matematicas propias del nivel 2 que, a través de su uso, logra obtener
conclusiones. Y, por ultimo, el estudiante identifica que, en las figuras compuestas, la relaci-
6n entre el perimetro y el area puede cambiar respecto a las que tienen la misma forma, es
decir, puede no darse que, a mayor area, mayor sea el perimetro.

Figura 7: Respuesta al item 5 del post-test
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Fuente: Estudiante 5

En la respuesta que vemos a continuacion (Figura 8), el estudiante realiza una recon-
figuracién, de tal modo que las pintadas (5 triangulos y 1 cuadrado) fueron trasladadas y/o
rotadas, para realizar el calculo de area, teniendo en cuenta las unidades de medida cuadra-
da. De acuerdo con los niveles de razonamiento, el estudiante logra calcular correctamente
el perimetro, utilizando la figura original, pero no usa unidades de medicién.

Figura 8: Respuesta al item 6 del post-test
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Fuente: Estudiante 5
Finalmente, en la Figura 9, se muestra un ejemplo de respuesta del item 7, donde se
construyé un rectangulo, a partir de un perimetroy un area dados, sefialando sus caracteris-

ticas, pero sin justificarlas. Realiza correctamente los calculos de perimetro y area, utilizan-
do las unidades de medida correspondientes.

Figura 9: Respuesta al item 7 del post-test
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Fuente: Estudiante 6
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CONCLUSIONES

Con este trabajo quisimos explorar el impacto de una unidad didactica sobre peri-
metro y area de cuadrilateros, de acuerdo con los niveles de razonamiento geométrico del
Modelo de Van Hiele, y sus grados de adquisicion, en una escuela rural con aulas multigrado.
Para ello, consideramos actividades de respuesta abierta (Jaime, 1993), porque permiten
realizar andlisis mas profundos y aproximarnos, de mejor forma, al pensamiento de los estu-
diantes; asi como, hacer posible la generacién y aplicacion de problemas de contexto propio
de la ruralidad, utilizando materiales y superficies del entorno mas préximo.

Ademas, por tratarse de un curso multigrado, con estudiantes de diferentes nive-
les educativos (5° y 6° basico), permite la interaccidon de estos al momento de resolver un
problema, haciendo posible que, los de menor edad tengan las mismas oportunidades de
conocimiento y razonamiento de los cursos superiores; y, es probable, que los mejores re-
sultados no sean necesariamente obtenidos por estudiantes de 6° basico. Asimismo, es im-
portante sefialar que, en este tipo de escuela, al tener una cantidad reducida de estudiantes
por aula, se permite una mayor interaccién entre ellos y el profesor, facilitando los procesos
de ensefanzay de aprendizaje, ya que estos se realizan de una forma personalizada.

Por otra parte, las actividades propuestas permitieron abordar las problematicas fre-
cuentes respecto a la comprensién de los conceptos de perimetro y area que se han descrito
en la literatura (Azhari, 1998; Moreira y Comiti, 1994; Rogalski-Muret, 1979; Tierney et al.,
1990).

Los resultados previos a la intervencién muestran que los estudiantes no alcanzan
los grados de adquisicién de los niveles de razonamiento propuestos por Gutiérrez (2009),
es decir, no se encuentran en la transicién entre el nivel 1y 2 de razonamiento en el curso de
5° basico, y los de 6° basico no inician con el nivel 2. En el post-test, en cambio, se observa
una mejora en los resultados, evidenciados en un incremento en los porcentajes de grados
de adquisicion de los niveles 1y 2 del curso multigrado. En promedio, los mejores resulta-
dos se obtuvieron en el curso superior (6° basico), alcanzando una adquisicién completa
de ambos niveles de razonamiento, aunque un estudiante de 5° basico obtuvo los mejores
resultados. Ademas, hay que considerar que, si bien se obtuvieron los grados de adquisicion
completa respecto al nivel 2 de razonamiento, ninguno de los estudiantes logra el 100% de
este nivel, pudiendo dominar los métodos y herramientas que les permiten resolver proble-
mas de perimetro y drea, aunque puede haber errores en respuestas o falta de informacién.

Por tanto, al finalizar la intervencion, se puede concluir que el modelo de Van Hiele
permite mejorar los aprendizajes respecto al tema de geometria y medicion en escuelas rurales

con aulas multigrados, como lo evidencian los resultados del pre-test y post-test.
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Teniendo en cuenta las escasas investigaciones en el contexto rural referido al mo-
delo de Van Hiele, asi como los positivos resultados de esta experiencia sobre el aprendizaje
del perimetro y el area de cuadrilateros, creemos que es necesario continuar este trabajo
considerando otros temas geométricos en este mismo tipo de escuelas.
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