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Resumen

Es de gran importancia para los docentes de matematicas utilizar herramientas para describir,
explicar y mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje. En consecuencia, el Enfoque
Ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS) cuenta con herramientas
para efectuar este tipo de andlisis didactico de los objetos matematicos. En este sentido, se
presenta la reconstruccion del significado global del objeto inecuaciones, donde se identifican
algunos de sus significados de referencia, a partir del analisis semidtico a situaciones-
problemas, encontradas en tres periodos de la humanidad y a partir de estas se realiza la
reconstruccion a las configuraciones epistémicas presentes en la solucion de las situaciones-
problemas las cuales emergen del estudio historico-epistemoldgico realizado para la
reconstruccion del significado global referencial. Este trabajo es el resultado de una
investigacion realizada como estudio de caso a docentes en instituciones publicas y privadas del
departamento de Boyaca (Colombia) para dar respuesta a la pregunta de investigacion: ;Qué
conocimiento tienen los profesores de matematicas del objeto inecuaciones, respecto a los
significados pretendidos en los procesos de ensefianza, segun sus concepciones y creencias?
Como categorias de analisis se toman las propuestas en el modelo del Conocimiento Didéactico
Matematico del profesor, algunos de los resultados del estudio son las dificultades que muestran
los profesores por reconocer la importancia de identificar y comprender los diferentes tipos de
significados de referencia para el objeto inecuaciones.

Palabras clave: Conocimiento-Didactico-Matematico, Enfoque-Ontosemiotico, Inecuacion,
Estudio-Historico-Epistemoldgico, Configuracion Epistémica.
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O conhecimento didatico matematico do objeto inequacbes: um olhar a partir das
concepcoes e crengas

Resumo

E de grande importancia para os professores de matematica usar ferramentas para descrever,
explicar e melhorar os processos de ensino e aprendizagem. Consequentemente, a Abordagem
Ontossemidtica do Conhecimento e Instrucdo Matematica (AOS) possui ferramentas para
realizar esse tipo de analise didatica de objetos matematicos. Nesse sentido, apresenta-se a
reconstrucdo do significado global do objeto das inequacGes, onde sdo identificados alguns de
seus significados de referéncia, a partir da analise semiotica de situagGes-problema, encontradas
nos trés periodos da humanidade e, a partir disso, reconstroi-se o sistema de configuracdes
epistémicas presentes na solugdo das situacdes-problema que emergem do estudo histérico-
epistemoldgico realizado para a reconstrucao do significado global referencial. Este trabalho é
o resultado de uma pesquisa realizada sobre um estudo de caso com professores de instituicbes
publicas e privadas do departamento de Boyacad (Colémbia) para responder a pergunta de
pesquisa: Que conhecimento apresentam os professores de matematica sobre objeto inequacdes,
com relacdo aos significados pretendidos nos processos de ensino, segundo suas concepcoes e
crengas? Como categorias de analise, sdo tomadas as expostas no modelo de Conhecimento
Didatico Matematico do professor e entre os resultados do estudo conclui-se que os professores
tém dificuldade em reconhecer a importancia de identificar e conhecer os diferentes tipos de
significados de referéncia para o objeto inequacoes.

Palavras chave: Conhecimento Didatico-Matematico, Abordagem Ontossemio6tica,
InequacGes, Estudo Historico-Epistemologico, Configuracdo Epistémica.

The mathematical didactic knowledge of the inequalities object: a vision from the
conceptions and beliefs

Abstract

It is of great importance for mathematics teachers to use tools to describe, explain and improve
the teaching and learning processes. Consequently, the Ontosemiotic Approach to Mathematical
Knowledge and Instruction (OSA) has tools to carry out this type of didactic analysis of
mathematical objects. In this sense, the reconstruction of the global meaning of the inequalities
object is presented, where some of its reference meanings are identified, from the semiotic
analysis of problem-situations, found in the 3 periods of humanity and from these the
reconstruction of the epistemic configurations present in the solution of the problem-situations
which emerge from the historical-epistemological study carried out for the reconstruction of the
referential global meaning. This work is the result of an investigation carried out as a case study
to teachers from public and private institutions in the department of Boyaca (Colombia) to
answer the research question: What knowledge do mathematics teachers have of the inequalities
object, with respect to the intended meanings in the teaching processes, according to their
conceptions and beliefs? As categories of analysis, those exposed in the model of the teacher's
Mathematical Didactic Knowledge are taken and among the results of the study it is concluded
that teachers find it difficult to recognize the importance of identifying and knowing the different
types of reference meanings for the inequalities object.

Keywords: Knowledge-Didactic-Mathematical, Approach-Ontosemiotic, Inequality, Historical-
Epistemological Study, Epistemic Configuration.
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Introduccion

Al analizar algunas de las tendencias en las investigaciones en Didactica de las
Matematicas, es importante destacar la relevancia que se presenta en el estudio de las conexiones
matematicas (RODRIGUEZ; RODRIGUEZ; FONT, 2020). Estos resultados, han generado un
consenso sobre la necesidad de incorporar en los curriculos de matemaéticas el estudio de los
procesos de conexion al interior de ella y con los contextos. En particular, en el Enfoque
Ontosemiotico de la Cognicién e Instruccion matematica - EOS (GODINO; BATANERO;
FONT, 2007), se formulan modelos para estudiar la complejidad de los objetos matematicos
como resultado del andlisis a sus significados globales y de referencia, y de considerar el estudio
de los diferentes elementos, relaciones, representaciones y definiciones de estos objetos,
convirtiéndose en un tema relevante de investigacion para la Didactica de las Matematicas.

A su vez, en el enfoque EQOS, los significados de referencia se establecen en términos de
practicas matematicas y de configuraciones de objetos primarios que las activan. Para la
realizacion de una practica matematica y para la interpretacion de sus resultados como
satisfactorios, se necesita poner en funcionamiento determinados objetos matematicos. Si
consideramos, por ejemplo, los objetos que intervienen en la realizacién y evaluacion de la
préactica que permite resolver una situacion-problema, se identifica el uso de lenguajes verbales,
algebraicos, gréaficos y numéricos (SEPULVEDA; SUAREZ; PINO-FAN, 2021). Estos
lenguajes son la parte ostensiva de una serie de conceptos, proposiciones y procedimientos, que
intervienen en la elaboracién de argumentos para decidir si las acciones simples que componen
la préctica, y ella, en tanto accion compuesta, son satisfactorias. Por lo tanto, cuando un agente
(institucion o persona), realiza y evallUa una practica matematica, activa un conjunto formado
por problemas, notaciones, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos. Los
objetos matematicos primarios se relacionan entre si formando configuraciones, definidas como
las redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de préacticas. Estas
configuraciones pueden ser epistémicas (redes de objetos institucionales), o cognitivas (redes
de objetos personales) (SEPULVEDA, et al., 2021).

Teniendo en cuenta lo expuesto, en este articulo se aborda la pregunta de investigacion:
¢Qué conocimiento muestran los profesores de matematicas del objeto inecuaciones, respecto a

los significados pretendidos en los procesos de ensefianza, segun sus concepciones y creencias?
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Y se formulan como guia las preguntas: ¢Cuéles son los significados del objeto inecuaciones?
¢Cudl es el significado global del objeto inecuaciones? En este sentido, se presenta la
reconstruccion del significado global del objeto inecuaciones que surge del estudio historico-
epistemoldgico, donde se reconocen algunos de sus significados de referencia, a partir del
andlisis semidtico a situaciones-problemas, emergentes en tres periodos de la humanidad y se
realiza la reconstruccién de las configuraciones epistémicas presentes en la solucion de las
situaciones-problemas.

En concreto se profundiza en la pregunta: ;Como se relacionan las configuraciones
epistémicas del objeto matemético inecuaciones? Para dar respuesta a los interrogantes, se
realiz6 una investigacion de tipo exploratoria— descriptiva, con un enfoque cualitativo y entre
los resultados del estudio, se evidenci6 la complejidad para la ensefianza y el aprendizaje del
objeto inecuaciones, en relacién con la resolucién de problemas que involucran este objeto
matematico, segun las concepciones y creencias que tenian los docentes del estudio de caso al
abordar el objeto matemético. En este articulo se presenta el analisis realizado para llegar a

establecer el significado global del objeto matematico inecuaciones.

1. Referentes tedricos

En el desarrollo de la investigacion, se tomé como marco teérico al Enfoque
Ontosemidtico del conocimiento y la instruccién matematica — EOS, desarrollado por Godino y
colaboradores (GODINO, 2014; GODINO et al., 2013; GODINO; BATANERO; FONT, 2020;
GODINO, BATANERO; FONT, 2007; GODINO; BATANERO; FONT, 2008; SEPULVEDA,
2016); se asume este referente, debido a que articula diversas aproximaciones y modelos
tedricos usados en la investigacion en Educacion Matematica, a partir de presupuestos
antropoldgicos y semidticos sobre las matematicas y su ensefianza. Este enfoque utiliza diversas
herramientas tedricas y metodoldgicas que buscan articular aspectos institucionales y personales
del conocimiento matematico con el fin de mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matemaéticas. El enfoque metodologico EOS, es un modelo donde se establecen cinco fases
de andlisis, lo cual permite describir, explicar y valorar los procesos de instruccion matematica.
Como menciona Ramirez (2022) estos niveles se entienden como herramientas metodolégicas
gue permite analizar las practicas docentes o de los alumnos referente a algun tipo de clase,

tareas o libros de texto de la matematica.
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De acuerdo con Font, Planas y Godino (2010) los niveles corresponden a: analisis de los
tipos de problemas y sistemas de practicas, elaboracion de las configuraciones de objetos y
procesos matematicos, analisis de las trayectorias e interacciones didacticas, identificacion del
sistema de normas y meta normas y valoracion de la idoneidad didactica del proceso de
instruccion. El conjunto de nociones tedricas que componen el enfoque EOS y que hacen parte
importante de la investigacion, se pueden clasificar en grupos, cada uno los cuales ofrece una
perspectiva para el andlisis de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas
(GODINO et al., 2007), estos son: Sistema de practicas, Objetos Matematicos, Configuracion

epistémica e Idoneidad didctica.

1.1 Significado de los Objetos Matematicos
Segun Pino-Fan (2013) el significado de un objeto matematico se define como el sistema

de practicas operativas y discursivas que una persona (0 una institucion) realiza para resolver

una cierta clase de situaciones-problemas en las que dicho objeto interviene.

En este sentido, el significado del objeto matematico segiin Godino y Batanero (1994)
es visto como: “[...] el sistema de practicas institucionales asociados al campo de problemas de

las que emerge el objeto institucional en un momento dado” (p. 340).

En relacion con el significado institucional, Godino et al. (1994), introducen la nocion
de significado de objeto personal: “[...] el significado de un objeto personal, es el sistema de
préacticas personales que una persona usa para resolver el campo de problemas del que emerge

el objeto personal en un momento dado” (p. 341).

1.2 Objetos matematicos primarios
Godino et al. (2007, p. 130) establecen los siguientes tipos de objetos matematicos:

Lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos, ...) en diferentes registros de expresion
(escrito, oral, gestual) y representaciones mediante el lenguaje (ordinario especifico
matematico) que se relacionan con los objetos no linguisticos; Situaciones problemas:
aplicaciones extra-matematicas o intra-matematicas, ejercicios: son aquellas tareas que llevan a
la actividad matematica; Concepto-definicion: comprendidos como caracteres que se definen,
como numero, linea, segmento, mediana, relacion, etc. Proposiciones o propiedades: enunciados

sobre conceptos; Procedimientos: sucesion de actividades que realiza el sujeto ante las tareas
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matematicas; ya sean algoritmos, operaciones, calculos, entre otros; Argumentos: enunciados

que buscan validar o explicar las proposiciones y procedimientos.

La emergencia de los objetos primarios (problemas, definiciones, proposiciones,
procedimientos y argumentos) tiene lugar en las diferentes bases de los procesos matematicos
como la comunicacion, problematizacion, definicion, enunciacion, elaboracion de
procedimientos (algoritmizacion, rutinizacion, ...) y argumentacion (GIACOMONE; GODINO;
WILHELMI; BLANCO, 2018).

2. Metodologia

La investigacion realizada se sustent6 tedrica y metodologicamente en el Enfoque
Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos — EOS (GODINO et al., 1994;
2007) el cual proporciona las categorias necesarias para el analisis y la presentacion de los
resultados del estudio. Por tal razon, la investigacion se enmarca dentro de una investigacion
cualitativa de tipo descriptiva, que permite narrar e interpretar un hecho o fenémeno con el fin
de establecer su estructura o comportamiento (ARIAS, 1999). En esta direccidn, el estudio de
los significados de referencia para el objeto inecuaciones, se realizé a nivel exploratorio-
descriptivo, de tipo documental, con el objetivo de caracterizar los significados mas relevantes
de este objeto matematico.

Segun lo expuesto, la investigacion permitio clasificar el estudio segun tres periodos de
la humanidad (Edad antigua, Edad Moderna y Edad Contemporanea). En la Edad Antigua (c.
3000 a. C —c. 476 d. C) se destaco el trabajo realizado por Diofanto, en relacion a diversas
situaciones problemas relacionadas con areas de terrenos, proporciones, cantidades de diferentes
elementos como, terrenos, alimentos, objetos entre otros; todos ellos relacionados con las
inecuaciones, generando asi un sistemas de practicas matematicas de donde emergen los
primeros significados parciales del objeto inecuaciones y se relaciona el objeto inecuaciones
con problemas de proporcionalidad.

En el periodo 2 de la Edad Moderna (1453 d. C — 1789 d. C; siglo XV- siglo XVIII),
Bombelli realiz6 grandes estudios en el desarrollo del algebra y la creacion de los nimeros
complejos favoreciendo el desarrollo de las matematicas: en esta época se encuentra el

planteamiento de problemas relacionados con geometria y complejos, los cuales se traducian en
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la solucion de ecuaciones de grado uno y dos. Sin embargo, hacia el afio 1572 surge uno de los
aportes europeos mas importantes de la época proporcionado por Rafael Bombelli (c.1526 -
1572), el cual corresponde al texto denominado los Cartelli y los Contracartelli, en esta obra se
encuentran problemas de algebra y célculo. En dicha obra, Bombelli soluciona una situacién
problema sobre la raiz cibica de un nimero complejo utilizando el método de aproximacion de
laraiz cUbicay usando inecuaciones (significado parcial). Por otra parte, el matematico Gregoire
Vicent (1589-1667) desarroll6 y estudio diferentes formas de relacionar los nimeros con el
infinito aplicando la geometria, y soluciona un problema utilizando el método de exhauscién al
usar inecuaciones (significado parcial).

Finalmente, en el periodo 3 de la Edad Contemporéanea (1789 d. C — actualidad), del
analisis a las soluciones de las inecuaciones y de los diferentes métodos de solucion, emerge
una de las ramas mas importante en las matematicas denominada geometria, donde surgen
elementos fundamentales y se utilizan las inecuaciones, como es el caso del problema del
poligono propuesto por Paolo Ruffini, donde se presenta un metodo de solucion que hace uso
de inecuaciones lineales y aproximacion a nimeros enteros. Este método consiste en plantear
ecuaciones y operaciones elementales para aplicar inecuaciones y asi encontrar la solucion; a
este sistema de practicas se le asocia el significado parcial denominado: despeje de inecuaciones
lineales aproximado a enteros.

En la investigacion, se realiz6 un analisis a priori de situaciones didacticas y se disefid
un cuestionario que constaba de dos partes: la primera se relaciona con el analisis semiético de
las cuatro situaciones-problemas encontradas en el estudio histérico-epistemoldgico del objeto
inecuaciones, es decir, se analiza la tipologia de los objetos primarios desde la dimensién
epistémica (lenguajes, situaciones, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos)
generando configuraciones a las cuales se le otorga un significado parcial emergente al objeto
inecuaciones. Este trabajo fue realizado en un estudio de caso a cinco docentes profesores de
matematicas de grado 11 de Educacion media en Colombia. La segunda parte del cuestionario
se relaciona con preguntas sobre las concepciones y creencias de los profesores en cuanto al uso
de estos significados parciales asignados al objeto inecuaciones.

Se realiza el estudio de caso a cinco profesores Licenciados en matematicas, de
diferentes sectores educativos en secundaria (publicos y privados) del departamento de Boyacéa

en Colombia: el primer docente se denomina Profesor 1 (P1), y tiene una formacion académica
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como Licenciado en Matematicas: cuenta con una especializacion en Informética para la
docencia y una maestria en Didactica de las Matematicas. Su experiencia laboral es de 2 afios
en instituciones privadas y 3 afios en instituciones de educacion superior en cursos de calculo
diferencial, actualmente es docente de en una institucion educativa del municipio de Soata —
Boyacé. El segundo docente, Profesor 2 (P2) tiene una formacion académica como Ingeniero
Electromecénico, su experiencia docente es de 12 afios en instituciones publicas y 2 afios en
Instituciones de educacion superior, actualmente es docente de planta en Bogota —
Cundinamarca. El tercer docente Profesor 3 (P3), tiene una formacién académica como
Licenciado en Matematicas y Estadistica, cuenta con una maestria en Educacion Matemaética y
su experiencia docente es de 25 afios en instituciones educativas privadas, actualmente es
docente de una institucion publica del municipio de Sogamoso - Boyaca. El cuarto docente
Profesor 4 (P4) tiene formacidn académica como Ingeniero de Sistemas, su experiencia docente
es de 3 afios en instituciones privadas y 1 afio en instituciones de educacion superior en cursos
de calculo diferencial, actualmente se encuentra laborando en una institucion privada de la
ciudad de Duitama — Boyac4, y el quinto docente Profesor 5 (P5) tiene formacion académica
como Licenciado en Matematicas y Estadistica, cuenta con una especializacion en Gerencia
Educativa y una maestria en Ciencias Matematicas, su experiencia docente es de 5 afios en
instituciones privadas, actualmente se encuentra laborando en una institucion privada de la
ciudad de Tunja. De esta forma se realiza el estudio centrado en los conocimientos,
concepciones y creencias del objeto Inecuaciones en relacion con el significado Global del
objeto matematico.

Para el estudio realizado, se disefi6 un cuestionario con el fin de caracterizar los
significados emergentes del objeto inecuaciones segun las creencias y concepciones de los cinco
docentes de matematicas para el proceso de ensefianza del objeto matematico, esto con el fin de
dar respuesta a los objetivos y la pregunta de investigacion. En la Tabla 1, se indica las fases

para la realizacion del estudio y los instrumentos utilizados para la recoleccion y el analisis de

los datos.
Tabla 1— Técnicas e instrumentos para la recoleccién de datos

Fases en la Investigacion  Técnica Recoleccion de Datos Instrumentos para el
analisis de la
informacion

Fase . Anélisis Revision sistemética de Andlisis de diferentes

L Anélisis Documental ) o ) o
Preliminar libros de historia de las sistemas de practicas
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Fase 2. Concepcion y
andlisis a priori de Analisis Semiético
situaciones didacticas

matematicas, y de
diferentes investigaciones
en torno a las inecuaciones.

Construccion de
configuraciones
epistémicas del objeto
inecuaciones.

Cuestionario con
situaciones problemas
analizados en el estudio
histérico y conceptual de
las inecuaciones.

matematicas relacionados
con las inecuaciones
segln categorias del EOS.
Reconstruccion del
significado  global de
referencia  del objeto
inecuaciones segln
situaciones problemas y
significados parciales
emergentes de las
configuraciones
epistémicas.
Configuraciones
realizadas en el andlisis de
las inecuaciones.
Configuraciones
epistémicas.

Fase 3. Experimentacion ” e
Evaluacion y analisis del

conocimiento didactico
matematico de los
profesores de grado once
del estudio de casos.

Dimensidn epistémica del
profesor en relaciéon al

conocimiento
contenido del objeto
Inecuaciones.

Fase 4. Evaluacién Analisis semiotico.

Fuente: Elaboracion propia.

3. Analisis y resultados

El estudio epistemoldgico realizado para el objeto Inecuaciones proporciond los
elementos para llegar a la caracterizacion de la dimension epistémica segun el modelo del
Conocimiento Didactico Matematico (CDM) del profesor propuesto por Godino (2009), a partir
del andlisis, en primer lugar, de la categoria del Conocimiento Comun del Contenido (CCC),
seguido del Conocimiento Ampliado del Contenido (CAC) matemaético, para terminar con el
Conocimiento en el Horizonte Matematico (CHM). Por tanto, para esta caracterizacién se inicio
con la identificacion de los significados parciales que utilizara el profesor para solucionar
problemas relacionados con el objeto inecuaciones con el fin de determinar el grado de
idoneidad de su practica didactica.

El marco tedrico EOS, establece que el profesor de matematicas deberia tener un buen
conocimiento del objeto inecuaciones en la categoria del CCC, el cual se relaciona con la
solucion a tareas concretas que puede realizar el profesor en el desarrollo del tema inecuaciones

para grado Once o para cursos de Céalculo Diferencial (GODINO, 2009). Bajo esta mirada, el
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docente de matemaéticas debe poder resolver tareas o situaciones relacionadas con este objeto
matematico y tener un conocimiento mas amplio que le permita generar una trazabilidad entre
los significados parciales de las inecuaciones, con el fin de proponer y crear estrategias
didacticas para facilitar la construccion de objetos matematicos por parte de los estudiantes
(GODINO; BATANERO, 1994, p. 341).

En la categoria del conocimiento ampliado del contenido (CAC-CHM), se establecen las
conexiones que puede realizar el profesor para disefiar e implementar tareas y generalizaciones
con tematicas de la propia matematica y con otros campos del saber para sus estudiantes. En el
modelo del CDM, dentro de la dimension epistémica, se define la categoria del Conocimiento
especializado del contenido, que se relaciona con el proceso de ensefianza por parte del profesor
y comprende el conocimiento y las habilidades para la ensefianza (BALL; THAMES; PHELPS,
2008), ademas, incluye la representacion de ideas matematicas, las explicaciones del contenido
matematico a traves de procedimientos y el analisis de métodos aplicados en la solucién de
problemas (HILL; BALL; SCHILLING, 2008). Por tal razén, es importante conocer ¢qué es el
objeto inecuaciones? (GODINO, 1994), para que, a partir del reconocimiento de este sistema de
practicas, el profesor pueda llegar a identificar los significados parciales asociados al objeto
matematico. En este proceso se potencia o se desarrolla el conocimiento comdn del contenido
matematico del docente, el conocimiento ampliado y por tanto el especializado.

Para llegar a reconstruir un significado global del objeto inecuaciones se indaga sobre
situaciones problema que determinan o establecen significados parciales del objeto matematico.
En este sentido y en relacion con las inecuaciones, a lo largo de la historia se evidencia que la
humanidad se ha venido enfrentado a diversos problemas y situaciones para mejorar las
condiciones de vida del ser humano. Alguna de estas situaciones requiere de un conocimiento
técnico que permita el uso de diferentes herramientas para dar solucién a problemas de cada
época. Segun Godino y Batanero (1994), se identifica un problema como: “[...] una situacion
en la que se le pide a un individuo realizar una tarea para la que no tiene un algoritmo facilmente
accesible que determine completamente el método de soluciéon”. En el mismo sentido,
Sepulveda (2016) afirma que “[...] un ser humano se enfrenta con un problema cuando intenta
una tarea, pero no puede llevarla a cabo. Tiene algun criterio para determinar cuando la tarea ha

sido completada satisfactoriamente” (p. 333).
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Por tal razon surgen preguntas como ¢Qué problemas se resolvieron en la antigiiedad
relacionados con las inecuaciones? ¢En qué situaciones se aplico el problema? ;Qué métodos
utilizaron en la solucion de estos problemas? Estas preguntas dieron inicio al estudio
epistemoldgico y se concretaron en el: Estudio historico-epistemoldgico del objeto
inecuaciones, el cual se estructuro en los tres periodos de la humanidad: Periodo 1: Edad antigua
(c. 3000 a. C—c. 476 d. C); Periodo 2: Edad Moderna (1453 d. C—1789 d. C: siglo XV - XVIII)
y Periodo 3: Edad Contemporanea (1789 d.C — actualidad: siglo XVI1I - Actualidad).

Se resalta que, en la Edad media, no se conocen aplicaciones con desigualdades; sin
embargo, algunos de los problemas de la época se beneficiaron del desarrollo de las ecuaciones
y simbolos para su solucién llevando a utilizar las desigualdades en los deméas periodos
(HALMAGHI, 2011). En cada época se identificaron algunos de los sistemas de practicas
relacionados con problemas de inecuaciones, analizandolos segun la tipologia de los objetos
primarios con el proposito de reconstruir su respectiva configuracion epistémica y determinar
una categoria para un significado parcial del objeto matematico (GODINO, 1994).

A traveés de la historia las inecuaciones asumieron un importante papel en la solucién de
diferentes problemas o situaciones, donde se utilizaron diferentes formas de solucién (métodos).
En la Tabla 2 se presenta la sintesis de las diferentes configuraciones epistémicas, resultado del
estudio historico epistemoldgico.

Tabla 2— Configuraciones Epistémicas para el objeto Inecuaciones

Periodos de la historia Situacion — Problema Configuracion Significados Parciales
(S.P) Epistémica (C.E.) del Objeto Inecuaciones
Edad Antigua SP1. Periodo C.E.1. Problema de los Inecuaciones con
Grecorromano vinos. problemas de
(Diofanto) Proporcionalidad.
Edad Moderna SP2. Problema de la C.E.2. Problema de Método de aproximacién
Raiz. Bombelli. de la raiz cubica
SP3. Los nimerosy sus  C.E.3. Problema de las Método de Exhauscion.
relaciones con el Infinito.  figuras Curvilineas.
Edad Contemporanea Despeje de inecuaciones
SP4. Lados de un C.E.4. Problema del lineales aproximando a
poligono. Poligono. enteros

Fuente: Elaboracién Propia

En la Edad Antigua, la mayoria de problemas se relacionaban con areas, proporciones,
cantidades de diferentes elementos como, terrenos, alimentos, objetos entre otros. Como

mencionan Boyer (1987), Rey y Babini (1985), Ribnikov (1987) en sus investigaciones, el
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algebra tuvo su origen en diversos pueblos de la antigliedad como Egipto, Grecia, Babilonia,
entre otros, con la finalidad de resolver ecuaciones de primer y segundo grado a través de
inecuaciones.

En la Edad Moderna, el analisis a los diferentes métodos de solucién de problemas que
involucran el uso de las desigualdades, se evidencio principalmente con los aportes relacionados
en el algebra (RUIZ, 2003). En la Edad Moderna, como menciona Boyer (1986):

[...] la geometria trajo consigo una nueva forma de entender las aplicaciones de la
matematica, al utilizar axiomas, definiciones y algunos teoremas. De esto, algunos
trabajos de Paolo Ruffini aportaron a la comprensién de la geometria y de diversas
herramientas usadas en la solucién de problemas relacionados con esta area (p.45).

Se puede establecer que la humanidad en las diversas épocas se ha venido enfrentado a
problemas y situaciones en la busqueda de mejores condiciones de vida, para algunas de estas
situaciones se requiere de un conocimiento técnico que permita el uso de diferentes herramientas
matematicas tanto tedricas como aplicadas para su solucién. Segun Godino y Batanero (1994),
al reconstruir cada configuracion epistémica, emergente de la solucion a situaciones problemas
especificas de cada objeto matematico, es posible llegar a caracterizar de forma sistematica

algunos de los significados parciales mas relevantes de los objetos matematicos, de manera que:

[...] en la reconstruccion del significado global del objeto interesa, por tanto,
identificar los cambios que se van afiadiendo en cada categoria de objetos emergentes
y que permitiran caracterizar los obstaculos, rupturas y progresos en la evolucién de
las configuraciones epistémicas. Los cambios se caracterizan por la solucién que se
presenta para la problemética existente en una configuraciéon epistémica en un
determinado momento. Pueden implicar tanto la ruptura de la estructura de la
configuracién, como su evolucién a otra configuracién epistémica inclusiva y (o)
complementaria” (CRISOSTOMO; ORDONEZ; CONTRERAS; GODINO 2005,
p.131).

Al realizar parte del estudio histérico epistemoldgico para el objeto inecuaciones, se
identificaron cuatro sistemas de préacticas asociadas al objeto matematico, los cuales se asocian
a una configuracion epistémica, y a partir de estas, se establece un significado parcial del objeto
matematico. Estas configuraciones para el objeto inecuaciones se han denominado segun la
Tabla2: Problema de los vinos (C.E.1.); Problema de Bombelli (C.E.2.); Problema de las figuras
curvilineas (C.E.3.) y Problema del Poligono (C.E.4.)

En la Figura 1, se observan los significados parciales junto a su respectiva configuracion
epistémica. En esta figura se presenta la relacion entre las configuraciones epistémicas de
acuerdo a un nivel de generalizacion, asi como a su ubicacion en una linea de tiempo de acuerdo

con su desarrollo histérico, ademas, se presentan algunas conexiones entre configuraciones que
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se representan por medio de una linea discontinua lo cual indica que con los elementos de dicha
configuracién es posible resolver algunas situaciones — problemas de otra configuracion.
Particularmente, la cuarta configuracion epistémica (C.E.4.), es intensiva por sus conexiones sin
tener presente el tiempo historico donde se desarroll6, dado que, con los elementos de la C.E.4,
se pueden resolver algun tipo de problemas de los sistemas de practicas que llevan asociadas las
configuraciones C.E.1, C.E.2 y C.E.3. Por otra parte, se brinda un panorama de la evolucion con
relacién a las caracteristicas y elementos de las respectivas configuraciones epistémicas y por
consiguiente de los diferentes significados del objeto Inecuaciones a través del tiempo.

Las C.E.2 y C.E.3 toman algunos elementos de la C.E.1 y la C.E.4 retoma elementos
establecidos en las C.E.2 y C.E.3, con el fin de generar nuevos elementos, sin importar el hecho
que las configuraciones no representen problemas del mismo periodo histérico. El andlisis
sistematico de las cuatro configuraciones epistémicas obtenidas conforma la reconstruccion de
un significado global para el objeto inecuaciones. En este estudio se analizaron tres épocas
debido a que como se menciono, en la Edad Media segun el estudio realizado por Halmaghi
(2011) no se usaron desigualdades, sin embargo, las desigualdades se beneficiaron del desarrollo
de ecuaciones y simbolos.

Figura 1 — Significado global del objeto inecuaciones
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Fuente: Elaboracion propia.
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Para el andlisis de las situaciones seleccionadas, se presentan solo dos de las cuatro
situaciones-problema expuestas en la Tabla 1, las cuales involucran problemas con inecuaciones
lineales relacionados con proporcionalidad y nimeros complejos, las cuales corresponden a las

configuraciones epistémicas C.E.1 y C.E.2 respectivamente.

Situacion 1 — Problema: Periodo Grecorromano (Diofanto)

Esta situacion problema fue tomada de la Edad Antigua (3000 a. C —c. 476 d.C), en el
periodo grecorromano, escrito por Diofanto y se denomina el problema de los vinos y es descrita
en Rey y Babini (1985).

Problema-1: Problema de los vinos: Determinar las cantidades de dos clases de vino, cuyos
precios son proporcionales a 8 y 5, de manera que el costo sea un cuadrado, que sumado al

numero 60, reproduzca el cuadrado de la suma de las dos cantidades.
Rey y Babini (1985) exponen la solucion del problema:
Dadas las cantidades x e y, el problema se reduce a resolver el sistema;
8x + 5y = z°

z2 + 60 = (x +y)?

al tomar la expresion, u = x + y, reemplazandola en el sistema se obtiene,
u? — 60 =3x + 5u = 8u—3y

se tienen las desigualdades:

8u >u?—-60>5u

u? — 60 = (u—v)?
Por lo tanto,

22v < 60 + v? < 24v

Si se toma v = 20 entonces,
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Analisis dado por el autor:

Si se toman las variables x e y, que representan las cantidades de vino respectivamente

se establece el siguiente sistema de ecuaciones (1) y (2) expresado en forma algebraica:

8x + 5y = z2
22+ 60 = (x +y)*

D
(2)

Si tomamos una nueva incognita u que represente la suma de x con y, en la ecuacion (3):

u=x-+y,

reemplazando (3) en (2) se obtiene la ecuacion (4),

7> =u?-60

Al despejar (3) en términos de x y y se obtiene respectivamente (5) y (6)

X=u-—y
y=u—x
al reemplazar (5) y (6) en (1) se obtiene las ecuaciones (7) y (8)
z? = 8u — 3y
z2 =3x +5u

por lo tanto, al igualar (4) con (7) y con (8) se obtiene la expresion (9)

u? — 60 = 3x + 5u = 8u — 3y
que lleva a deducir la desigualdad (10)

8u>u?—-60>5u
Equivalente a las desigualdades (10.1) y (10.2)

Bu+60—u®>>0
Y u?—-60—-5u>0

El procedimiento para resolver la inecuacion (10.1), consiste en:
Completar cuadrado en la desigualdad (10.1) y se obtiene la inecuacion (11)

—(u—4)2+76>0,

sumar —76 a ambos lados de la inecuacion (11) y se obtiene la inecuacion (12)
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—(u—4)2+76—-76>0—76, (12)

simplificando la inecuacién (12) se obtiene la inecuacion (13):

—(u—4)% > -76, (13)

al multiplicar por -1 a ambos lados de la inecuacién (13) se obtiene la inecuacion (14):

(u—4)% < 76, (14)

resolviendo la inecuacion (14) se obtienen las inecuaciones (15):

—/76 <u—4 <76, (15)
la expresion (15) es equivalente a las inecuaciones (15.1) y (15.2):

V76 <u—4 (15.1)
y u—4 <\76, (15.2)

resolviendo las inecuaciones (15.1) y (15.2), se obtienen las inecuaciones (16):

u>-1211 y u<1211, (16)

reescribiendo las inecuaciones (16) en la inecuacion (17):

-12,11 < u < 12,11, (17)
entonces, por el contexto del problema se toma como solucidn los valores positivos de u, y se

tiene la inecuacion (18):

u< 12,11 (18)

se aproxima al valor entero mas cercano, llegando a la inecuacién (19):

u<12 (19)
Siguiendo procedimientos similares a los aplicados para resolver la inecuacion (10.1) se

resuelve la inecuacion (10.2), obteniendo la inecuacion (20):

u>11 (20)
Considerando las soluciones de las inecuaciones cuadraticas, se encuentra que u esta entre los

enteros 11y 12.

Como u? — 60 debe ser un cuadrado, entonces se introduce una nueva variable v tal que

satisfaga la ecuacion (21),
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u? — 60 = (u—1v)? (21)

Utilizando los valores extremos de u, se llega a al nuevo par de inecuaciones (22):

22v < 60 + v? < 24v (22)

que se expresan por las inecuaciones (22.1) y (22.2):

22v < 60 + v? (22.1)
y 60 + v? < 24v (22.2)
Al resolver (22.1) y (22.2), por procedimientos similares aplicados para resolver la ecuacién

(10.1) se encuentran las inecuaciones (23.1) y (23.2):

v>19 (23.1)
y v < 21, (23.2)
por tanto, se llega a la inecuacion (24):
19<v<21 (24)
Se toma el numero entero que satisface la desigualdad anterior que en este caso es v = 20, y
reemplazando se obtiene que u = 22—3x = %,y = Z—z yz= %

Andlisis semiodtico a la configuracion (C.E.1)

En la solucion dada al problema de los vinos, se utilizan los conceptos de cantidad y
proporcionalidad en relacién a la cantidad de vino; estas cantidades fueron utilizadas para
identificar la cuantia de un determinado elemento. La notacién utilizada, corresponde a escribir
las cantidades de los vinos utilizando la definicion de nuevas variables, aplicando la nocién de
proporcionalidad lo cual identifica los elementos linglisticos que pudieron ser usados en esa
época. En la solucidn presentada se resalta el objeto matematico primario de los procedimientos,
ya que para la solucidn se presenta un método donde se hace uso de incognitas auxiliares, para
esto se toman variables y se reduce a ecuaciones lineales (sistemas) y desigualdades, lo cual

establece un método para solucionar situaciones con inecuaciones.
Situacion 2 — Problema: Edad Moderna

Problema de la raiz: Obtener la raiz clbica de 52 + 47i
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La solucién al problema la presentada en Rey y Babini (1985, p.347) y se describe a
continuacion.

Se utiliza el método de aproximacion de la raiz cubica que consiste en determinar una cantidad
que es equivalente a la original como a + bi y dicha cantidad u + vi. Si esta cantidad se eleva

al cubo se obtiene (u + vi)3 y realizando los debidos despejes se tienen las desigualdades:

u? < (a?+h*3 y u3>a, de las cuales se obtienen los valores respectivos, entonces

aplicando el procedimiento anterior se obtiene que la raiz es 4 + i.
Andlisis dado por el autor:

Este problema se expresa de la siguiente manera:

x = /52 + 47i

Se toman los valores, a = 52y b = 47. Se pasa a plantear la siguiente igualdad:

Va+ bi =u+vi

Se procede a sumar los cuadrados de ambos nimeros, es decir 522 + 472, lo que da 4913 y se
busca un numero cuyo cubo sea el niUmero que se obtuvo anteriormente (4913) el cual es 17,

para escribir la expresion:
a’ + b? = (u® +v?)3

Como (u? 4+ v?)3 = 4913 entonces u? + v? = 17 por tanto, despejando u? + v? de la

expresion anterior se obtiene que:

u? +v? = a2 + b2

Ahora se busca un nimero cuyo cuadrado sea menor que 17 y cuyo cubo sea mayor que 52, en
este caso se determina en el valor para u ya que es la parte entera, que expresado en forma de

desigualdades corresponde a:

Por lo tanto, u = 4. Y laraiz serd 4 + i.
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Analisis semidtico a la Configuracién (C.E.2)

En la solucion del problema, la situacion problema se relaciona con encontrar la raiz
cubica de un namero complejo, lo cual permite visualizar el procedimiento usado por Bombelli
conocido como el método de aproximacion a la raiz cubica (REY Y BABINI, 1985). Se usan
los conceptos de suma, multiplicacién, potenciacion, desigualdades en nimeros complejos (C);
sumas de los cuadrados de dos numeros y cubo de un nimero. Rey y Babini (1985) presentan
un acercamiento a la solucién del problema trabajando con valores complejos que permiten
interpretar los elementos, lo que hace referencia a los elementos linguisticos. En cuanto al
procedimiento usado, es de tipo operacional, es decir, se limita a realizar operaciones con las

ecuaciones que se obtienen. La solucion del problema carece de proposiciones y argumentos.
4. Conclusiones

Para llegar a dar respuesta a interrogantes como: ¢ Cuales son los significados del objeto
inecuaciones?, ¢Cual es el significado global del objeto inecuaciones? se utiliza una serie de
actividades que se relacionan con la reconstruccion del significado global del objeto
inecuaciones, a través del estudio historico-epistemoldgico segun el origen, evolucion y
naturaleza del objeto matematico. Esto se realizé a través de un riguroso analisis documental de
libros de historia de las matematicas, tesis doctorales, tesis de maestria, articulos de
investigacion cientifica e investigaciones relacionadas con el objeto Inecuaciones, por tanto, se
concluye que el objeto inecuaciones a lo largo de la historia emerge de la solucion de diversas
situaciones problemas (sistemas de practicas en diferentes etapas), las cuales estan asociadas a
4 configuraciones epistémicas donde cada una de estas se relaciona con un significado parcial
del objeto inecuaciones dando paso al significado global del objeto Inecuaciones.

Con el estudio epistemologico del objeto matematico, y realizando el analisis semidtico
a cada situacion, se concluye que el significado global del objeto emerge de la solucion de
diversas situaciones problemas (sistemas de practicas en diferentes etapas), las cuales estan
asociadas a 4 configuraciones epistémicas donde cada una se relaciona con un significado
parcial del objeto dando paso al significado global del objeto matematico. Para la Configuracion
epistemica C.E.1, Problema de los vinos, su significado parcial corresponde a Inecuaciones con
problemas de proporcionalidad. Para la C.E.2, Problema de Bombelli el significado parcial se

relaciona con el Método de aproximacion de la raiz cubica. La C.E.3 Problema de las figuras
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curvilineas se relaciona con el significado parcial del método de Exhauscion y finalmente la
C.E.4, Problema del poligono, se relaciona con el significado parcial del despeje de
inecuaciones lineales aproximado a enteros.

Es necesario presentar una muestra representativa e interconectada de significados del
objeto matematico inecuaciones a los alumnos, respecto de un significado de referencia, lo que
les permite resolver tipos de problemas diferentes. Por lo cual, si se quiere ensefiar una muestra
representativa de significados parciales, es necesario presentar una muestra variada de
problemas (FONT; BREDA; SECKEL, 2017; MONJE; SECKEL; BREDA, 2018). Y a su vez,
si se quiere conseguir que el alumno sea competente en la resolucion de una variedad de
problemas donde el objeto matematico en cuestion tiene un rol determinante, se requiere que
los alumnos dispongan de una red de significados parciales bien conectados entre si.

En cuanto a las concepciones y creencias del profesor de matematicas respecto a los
significados parciales del objeto matematico inecuaciones, se evidencio en el estudio que en
algunos casos, estos significados surgen de los libros de texto de matemaéticas que ellos toman
como referencia para la realizacion de las clases o para la preparacion de secuencias didacticas
lo que ocasiona una limitante al momento de la ensefianza-aprendizaje del objeto inecuaciones
en los estudiantes; asi como el curriculo impuesto por las instituciones educativas o simplemente
del hecho de seguir un texto guia, sin buscar otras herramientas u opciones que lleven a cambiar
sus creencias en pro de la ensefianza y aprendizaje del objeto inecuaciones a sus estudiantes y
de la preocupacion por llegar a una reconstruccion del significado global de cada objeto

matematico.
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