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Resumen

La literatura sobre la ensefianza y aprendizaje del Teorema Fundamental del célculo (TFC) ha
evidenciado las dificultades que tienen los alumnos para su comprension y se ha concentrado
en secuencias de tareas que no tienen en cuenta la complejidad de su evolucién histérica. En
este escrito se realiza un estudio que permite el esbozo de una propuesta para la ensefianza y
aprendizaje del TFC en la que se incorporan, gracias al uso de herramientas tecnoldgicas,
argumentos historicos obtenidos de los estudios de Newton y de Leibniz. La metodologia ha
sido, basicamente, una revision historiografica de los escritos de Newton y de Leibniz sobre este
teorema. El proceso de ensefianza y aprendizaje del TFC aqui esbozado, ademas de facilitar la
visualizacion de este objeto matematico, permite presentar a los alumnos una perspectiva mas
compleja de este teorema, con lo que, a priori, se mejora la idoneidad epistémica y de medios
con relacion a las propuestas habituales para la ensefianza de dicho objeto matematico.

Palabras clave: Teorema Fundamental del Calculo, Newton, Leibniz, software educativo,
Enfoque Ontosemidtico.

Use of historical arguments for teaching the Fundamental Theorem of Calculus (FCT)
with technological resources

Abstract
The papers about the teaching and learning process of the Fundamental Theorem of Calculus
(FTC) has shown the student's problems on its comprehension, and some of these articles are
focused on didactic sequences avoiding the historical evolution of the FTC. In this paper we
report a proposal for teaching and learning the FTC using technological tools and historical
arguments from the study of some manuscripts of Newton and Leibniz. The methodology has
been, basically, a historiographical review of the writings of Newton and Leibniz on this
theorem. The teaching and learning process of this theorem outlined here allows to introduce
the FTC with a more complex perspective and to facilitate the visualization of this mathematical
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object to the students. Like a consequence, a priori we hope, to improve the epistemic and media
suitability, in contrast to the usual proposals for the teaching of this mathematical object.
Keywords: Fundamental Theorem of Calculus, Newton, Leibniz, Educational software,
Ontosemiotic Approach.

Uso de argumentos historicos para o ensino do teorema fundamental do célculo (TFC)
com recursos tecnoldgicos

Resumo

A literatura sobre o ensino e aprendizagem do Teorema Fundamental do Célculo (TFC) tem
destacado as dificuldades que os alunos apresentam em compreendé-lo e tem focado em
sequéncias de tarefas que ndo levam em conta a complexidade de sua evolugdo historica. Neste
artigo é realizado um estudo que permite delinear uma proposta de ensino e aprendizagem do
TFC em que sdo incorporados, gracas ao uso de ferramentas tecnoldgicas, argumentos historicos
obtidos a partir dos estudos de Newton e Leibniz. A metodologia foi, basicamente, uma revisao
historiografica dos escritos de Newton e Leibniz sobre esse teorema. O processo de ensino-
aprendizagem do TFC aqui delineado, além de facilitar a visualizacdo desse objeto matematico,
permite apresentar aos alunos uma perspectiva mais complexa desse teorema, melhorando
assim, a adequacdo epistémica e de meios em relacdo as propostas usuais para o ensino do
referido objeto matematico.

Palavras-chave: Teorema Fundamental do Calculo, Newton, Leibniz, software educacional,
Abordagem Ontosemidtica.

Introduccion

Este trabajo se enmarca en una de las preguntas de investigacion que guian al Enfoque
Ontosemidtico (EOS): ¢ Qué tipo de acciones y recursos se deben implementar en un proceso de
instruccion llevado a cabo en un contexto dado para que se pueda optimizar el aprendizaje de
las matematicas? (GODINO; BATANERO, 2020). En el EOS, para responder a esta pregunta
se ha generado la nocién de Idoneidad Didactica (BREDA; FONT; PINO-FAN, 2018) que se
desglosa en seis criterios de idoneidad (epistémico, cognitivo, ecolégico, afectivo, mediacional
e interaccional). En particular en esta investigacion estamos interesados en la mejora a priori de
la idoneidad epistémica y mediacional de los procesos de instruccién del Teorema Fundamental
del Célculo (TFC).

El objetivo de este escrito es, por tanto, utilizar la notacion moderna y herramientas
tecnoldgicas con software matematico para hallar y hacer visibles argumentos historicos del
TFC, que son heuristicamente pertinentes para la ensefianza universitaria y para mejorar la
idoneidad epistémica de su ensefianza. Los argumentos que se han rescatado emergieron a partir

de una revision historiogréafica de los escritos de Newton y de Leibniz sobre el TFC que pueden
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alimentar y profundizar trabajos para una reconstruccion holistica de la antiderivada
(GORDILLO; PINO-FAN, 2015), o aquellos que buscan una presentacién alternativa de este
teorema usando TIC (ROBLES; TELLECHEA; FONT, 2014; MUNOZ VILLATE, 2021;
MUNOZ-VILLATE, 2021; MUNOZ, 2022) .

En cuanto al uso de software, se utilizardn aquellos que permitan la visualizacion de los
argumentos geométricos utilizados por Newton y por Leibniz, esto es, aquellos que permitan
comparar graficas de manera simultanea y dinamica. Desde el EOS se afirma que dentro de las
ventajas que ofrece el uso de computadores y de software matematico al proceso de ensefianza
y aprendizaje, se encuentran que €stos “proporcionan imagenes visuales que evocan nociones
matematicas, facilitan la organizacion, el andlisis de los datos, la graficacion y el céalculo de
manera eficiente y precisa” (GODINO, 2004, p. 143). Agregando a lo anterior, estas
herramientas tecnoldgicas aumentan la velocidad en los calculos, permitiendo asi que los
estudiantes se centren en la toma de decisiones, la reflexion, el razonamiento y la resolucion de
problemas. Las TIC también otorgan dinamismo a las graficas o esquemas que se puedan
realizar.

Se mostraran entonces, primero, dos argumentos historicos del TFC mediados por estas
TIC. Uno de Newton y otro de Leibniz. La implementacion de estos argumentos mediante un
software educativo seré el foco central de este escrito, Como la eleccién de un software que
permita mejorar la visualizacion del TFC no es una tarea sencilla, se realizd una revision de la
literatura de las investigaciones sobre el uso de las TIC en la ensefianza del Célculo. Ademas,
para la eleccién del software se tuvieron en cuenta criterios de robustez, velocidad, gratuidad, y

otros aspectos que seran mencionados a continuacion.

1. Referencial Teorico

Herramientas tecnoldgicas. La tecnologia puede ser vista no sélo como una ayuda para
realizar calculos de manera mas sencilla, ni como la Ultima poderosa infraestructura
representacional introducida por la humanidad para reproducir los pensamientos e ideas de
manera digital, sino que ademaés, también puede verse como una infraestructura que admite al
menos dos desarrollos: primero, que ya no se requiere la participacién humana para la ejecucion

de un proceso, y segundo, el acceso al simbolismo no se restringe ahora a un privilegiado
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minoria de personas, como lo fue en el pasado (FERRARA; PRATT; ROBUTTI, 2019). Luego

el uso de tecnologias sirve como medio de democratizacion del conocimiento.

En esta investigacion, dichas herramientas tecnoldgicas han servido para recuperar
argumentos historicos del TFC que sélo son conocidos por expertos 0 por una pequefia parte de
la poblacion académica, asi como herramienta de ayuda para mejorar la visualizacion de dichos
argumentos.

Es oportuno decir entonces que, dentro de las ventajas que ofrece el uso de computadores
y software matematico al proceso de ensefianza y aprendizaje, se encuentran que éstos
proporcionan iméagenes visuales que evocan nociones matematicas, y que, ademas, facilitan la
organizacion, el andlisis de los datos, la graficacion y el calculo de manera eficiente y precisa
(GODINO et al., 2014), ademas de tener la posibilidad de otorgar dinamismo a las gréficas o
esquemas que se puedan realizar. Adicionalmente, permiten desarrollar de manera mas intuitiva
argumentos historicos como los de Leibniz: “vemos la intuicion de Leibniz, que se exhibio en
los primeros articulos publicados sobre el célculo, aunque vilipendiado durante trescientos afios
en la prensa inglesa, apareciendo como una concepcion natural en un enfoque informatico
moderno®” (TALL, 19912, p. 9).

Las TIC también sirven para mejorar la visualizacion, y ésta juega un papel importante
en el proceso de ensefianza y aprendizaje, puesto que las representaciones graficas de estructuras
pueden permitir formas de razonamiento distintas a las inferencias deductivas, y puede ayudar
a la comprension (MCDOUGALL et al., 2010).

Teniendo claras estas ventajas que ofrece el uso de un software para el proceso
educativo, y en particular para esta investigacion, se pueden abordar algunas categorizaciones
de estas herramientas tecnologicas. Es pertinente para este investigacion seguir la clasificacién
que hacen Godino et al. (2004) de los tipos de software para la ensefianza: Lenguajes de
programacion (e.g. C++ y Java), Paquetes profesionales (e.g. SPSS, RStudio, Mathematica),
Software didactico (Sebran y GCompris sirven para ayudar a los nifios a identificar letras,
colores, niumeros), Micromundos (e.g., Karel el Robot, promueve la creatividad y la I6gica para

el aprendizaje basico de la programacidn), Software de uso general (e.g. Excel), y los Tutoriales

! Traduccién propia de Tall (1991), p. 9: ‘we see the intuition of Leibniz, which was exhibited in the very first
published articles on the calculus, yet vilified for three hundred years in the English press, appearing as a natural
conception in a modern computer approach’.
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(e.g. i1Spring Suite que permite crear cursos en base a diapositivas). De manera particular, en
este escrito, los argumentos de Newton y de Leibniz elegidos sobre el TFC seran mediados por
herramientas tecnologicas de tipo Lenguajes de Programacion o Software de uso general.
Argumentos historicos.
Se verd a continuacion el referente tedrico para los argumentos historicos
heuristicamente pertinentes del TFC, no sin antes enunciar la version de este teorema que sera
considerada a lo largo de este escrito.

Teorema Fundamental del Calculo:

Sea f una funcidn continua en el intervalo [a, b],
1. Sig(x) = [ f(t)dt, entonces g’ (x) = f(x).
2. f:f(x)dx = F(b) — F(a) donde F es una antiderivada de f, i.e., F'(x) = f(x).

El Teorema Fundamental del Calculo (TFC) es una piedra angular dentro de la estructura
que se reconoce hoy en dia como analisis mateméatico (DUNHAM, 2005). Por tanto, hacer
alguna modificacién en su forma de presentacion tendra repercusiones en otros objetos
matematicos que se ensefian posteriormente, tales como el teorema de Green, el calculo de la
longitud de arco, etc. Sin embargo, el proceso de ensefianza y aprendizaje del TFC tiene
dificultades para muchos docentes, porque no saben como mejorar su ensefianza creando
secuencias didacticas que busquen la mejora de la comprension del teorema (ROBLES;
TELLECHEA; FONT, 2014). Para los estudiantes, los obstaculos al entender el TFC, radican
en la dificultad de comprender objetos matematicos estudiados previamente al estudio de este
teorema, tales como funcién, continuidad y antiderivada (THOMPSON; DREYFUS, 2016).

Una posible solucion para afrontar la ensefianza de objetos matematicos complejos,
como es el caso del TFC, que propone la didactica de la matematica es buscar en la génesis de
estos objetos: “La preocupacion por el significado de los términos y conceptos matematicos
Ileva directamente a la indagacion sobre la naturaleza de los objetos matematicos, a la reflexion
epistemoldgica sobre la génesis personal y cultural del conocimiento matematico y su mutua
interdependencia” (GODINO; BATANERO, 1994, p. 4).

Las razones para esta reflexion historica sobre los objetos matematicos a ensefiar son
varias La basqueda de los aspectos histdricos permite analizar la construccion de un saber a
partir del encuentro con otros saberes, de comprender las uniones con las otras actividades

cientificas y de reunir diferentes campos de las matematicas. Negarse a abordar la perspectiva
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historica de procesos, conceptos, objetos matematicos, algoritmos, etc. que se piensan ensefar,
es negarle al estudiante comprender que las matematicas tienen un estatus de actividad cultural
inseparable de las otras actividades y practicas humanas (BARBIN, 2006). Fauvel (1991)
también coincide en que no hay que encubrir el lado humano de las matematicas, ya que implica
ocultarles a los estudiantes que ellos no son los Gnicos con dificultades procedimentales.
Ahora bien, explorar el TFC desde la perspectiva histdrica podria realizarse desde el
estudio de las matematicas a partir de la misma Grecia si se quiere. Si se piensa en la génesis
del analisis matematico, habria que estudiar entonces a Newton, Leibniz, Barrow, Cavalieri,
Descartes, Sluse, Hudde, Fermat, van Heuraet, Gregory, entre otros, porque todos ellos
trabajaron con objetos matematicos propios del TFC (KATZ, 1993; BRESSOUD, 2011;
MENA, 2014; BLASJO, 2015; MUNOZ VILLATE, 2022). También podria realizarse un
estudio del TFC desde los escritos de Cauchy, Riemann, Euler, etc. quienes formalizaron y
potenciaron el analisis matematico. Sin embargo, en esta investigacion, se hace la eleccién de
indagar en los trabajos de Newton y de Leibniz, porque ellos no sélo vieron la relacién que habia
entre el problema inverso de las tangentes y de las areas, sino que ademas suministraron
algoritmos para resolver mas problemas (MUNOZ VILLATE, 2022; CHEMLA et al., 2016;
BRESSOUD, 2011; GUICCIARDINI, 2011; PANZA, 2005). Es decir, no solo reconocieron
una relacion geométrica o algebraica del TFC, sino que ademas supieron dénde poder utilizarla.

2. Metodologias

2.1 Metodologia para elegir un software educativo

Una forma de abordar el problema de elegir un software educativo es tener en cuenta
aspectos, cuestionamientos y criterios sugeridos desde la investigacion educativa sobre los
beneficios y atributos que tiene cada programa tecnoldgico que se derivan de las respuestas a
preguntas como las siguientes: ¢Es un software atractivo? ¢;Permite este software desplazarse
sobre las graficas o videos realizados? ¢ Son validos los resultados del software? ¢El software es
versatil, facil de operar y robusto? (SQUIRES; MCDOUGALL, 1994; MUNOZ VILLATE,
2021).

Adicionalmente, se debe considerar que por la naturaleza del argumento de Newton
sobre el TFC que se mostrara a continuacion, es necesario un software que permita graficar de

manera simultanea el area bajo una curva y su cuadratura. Para el argumento de Leibniz sobre
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el TFC, se busca un software que sea amable de manejar y que le permita al usuario recrear él
mismo el triangulo diferencial.

Estos aspectos deben ser considerados, porque el hecho de que un software funcione no es
un criterio para elegirlo como la herramienta tecnologica a emplear. También hay que
considerar el grado de disponibilidad y adecuacion de esos recursos tecnolégicos y temporales
para desarrollar el proceso de ensefianza y aprendizaje del TFC. La eleccion de un software y
su incorporacion al proceso de ensefianza y aprendizaje se relaciona con lo que se denomina en
el Enfoque Ontosemidtico como idoneidad mediacional (GODINO; BATANERO; FONT,
2007).

Dentro de la inmensa gama de herramientas tecnol6gicas que se podrian utilizar, emergen
dos softwares con regularidad: GeoGebra y Microsoft Excel. Ambos tienen una alta
disponibilidad: el primero es un software gratuito y tiene incluso una version on-line, y Excel
viene preinstalado en la mayoria de laptops o sistemas Android, teniendo una version inclusive
en Mac OS. Son TIC amigables, producen resultados validos, son versatiles y tienen un sistema
robusto. En ambos softwares se han desarrollado investigaciones sobre el TFC u objetos
matematicos que lo componen (PENALOZA; SUAREZ; ROA, 2013; HOHENWARTER et al.,
2008; MIKE; ANNEKE, 2017). Tomando todo lo anterior en cuenta, se eligen los softwares
GeoGebra, que permite realizar y comparar graficas de manera simultanea y dinamica (siendo
Optimo para el argumento de Newton que se mostrara) y, Microsoft Excel por la versatilidad y

sencillez para describir el argumento que se trabajara de Leibniz.

2.2 Metodologia de busqueda de los argumentos histéricos del TFC

Se utiliza en esta parte la metodologia de la historiografia en matematicas. Esto es, un estudio
de argumentos u objetos matematicos en un periodo de la historia en textos o escritos que traten
del tema en cuestion. En una instancia inicial, se analizan las fuentes primarias disponibles, y
luego se estudian aquellos trabajos realizados por expertos en esa materia. Para el estudio de la
obra de Newton, es posible hacer un andlisis cronologico de distintas versiones del TFC a partir
de 1665 hasta 1704 (MUNOZ VILLATE, 2022), porque se tiene acceso a manuscritos que hacen
parte de su fuente primaria (NEWTON, 1704; ILIFFE, 2011, 2012). Como fuentes secundarias
se tienen trabajos reconocidos por la comunidad internacional (WHITESIDE, 1961,
GUICCIARDINI, 1990; PANZA, 2005; SCRIBA, 2014). Para el estudio de Leibniz este trabajo
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requiere méas cuidado, porque no hay un escrito suyo en este momento donde se encuentre un
teorema analogo exacto del TFC. No obstante, es posible aproximarse desde tres puntos de vista:
como la relacion inversa entre los operadores diferencial e integral (el que se desarrollara en
este escrito), desde un argumento geométrico (MUNOZ; LEON, 2023), y desde el trabajo de
1693 como el movimiento de traccion, a partir de un articulo del Acta Eruditorum (BLASJO,
2015; SWETZ, 2015). Para realizar investigaciones sobre los estudios de Leibniz puede
consultarse la Gottfried Wilhelm Leibniz Bibliothek? de Alemania, o lo realizado por el grupo
Mathesis Project® en Francia.

Esta metodologia de la historiografia se usé en este articulo para indagar escritos que
contengan argumentos de lo que se reconoce actualmente como TFC. Para Newton se analizaron
las Proposiciones 7* y 8 donde ya estd la estructura del TFC (PANZA, 2005; MUNOZ
VILLATE, 2022). En el caso de Leibniz se mostrara el triangulo diferencial (LEIBNIZ, 1846)
que puede consultarse también en algunas fuentes secundarias (KATZ, 1993; REMAKI, 2021).

3. Andlisis de Resultados

3.1 Disposicion del argumento histéricos de Newton en GeoGebra.
La Figura 1, muestra ejemplos que planted6 Newton tras haber demostrado las
proposiciones 7 y 8 en su manuscrito The Tract of Fluxions de 1666. En este afio, Newton

representaba la integral con el simbolo de un cuadro L1 pero también era la notacion utilizada

para representar el logaritmo.

En el ejemplo 2 esta escrito C’;x 1

prveiaie Luego Newton sugiere una sustitucion bx3 = z

c

para determinar al final que la solucién es [] = y, ver Figura 1.

3ba+3bz

2 https://iwww.gwlb.de/home
3 http://mathesis.altervista.org/
4 Puede verse el texto original en https://cudl.lib.cam.ac.uk/view/MS-ADD-03958/93
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Figura 1 — Ejemplos de la Proposmlon 7'y 8 de Newton, 1666.
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Fuente: Imagen orlgmal tomada de The Tract of Fluxions (ILIFFE, 2011)°

El cociente % fue el que utilizd Newton para referirse a la relacion entre las velocidades

c

generadas por dos objetos que se mueven Ay B, en la Proposicién 7. La igualdad [J =
3ba+3bz

y , se explica a continuacién:

1
Se debe tener en cuenta que para Newton [ a representa para lo que en tiempos

modernos es Inm. Luego si se hace la sustitucion que él propone, z = bx3 se obtiene que

dz = 3bx?dx, la integral a resolver queda como:

% gx —f s —In(a+
dx a,+bx3 3b a+Z n(a+2)

c
a+z 3ba+3bz

Para Newton —ln(a +z) = 5 O es la solucion que él plantea

correctamente.
Para visualizar lo anteriormente escrito, se realizara un ejemplo puntual en el software

GeoGebra. Es decir, si se eligen las constantes como a = 3,b = 4,c = 2 y se usa la notacion

2x?
3+4x

. . s . . d . VTN
moderna, se tendria entonces la ecuacion diferencial: d—i = - Si se toma la condicion inicial

In 259

y(4) = y se grafica la solucion a esta ecuacion diferencial sobre el intervalo [2,5] se

genera el resultado que muestra la Figura 2.

5 https://cudl.lib.cam.ac.uk/view/MS-ADD-03958/95

382 Revista Paradigma, Vol. XLIV, Edicdo Tematica: EOS. Questdes e Métodos; junio de 2023 / 374 - 389


https://cudl.lib.cam.ac.uk/view/MS-ADD-03958/95

Use of historical arguments for teaching the Fundamental Theorem of Calculus ...

Figura 2 — GeoGebra y un ejemplo de Newton de 1666

A(ABCD) = 1-[In(3 + 4-5%)/6 — In(3 + 4-2%) /6] ~ 0.4442

Areade ABCD=0.4442 ' .
In(3 + 4x%)

6

dy

Area=0.4442 =
dr

-1 o 1 2 3 4 5 [

~1
o

> dy % 2g?
- f Sl = f e~ 04442 = A(ABCD)

Fuente: Imagen propia
¢ Qué resultados se obtuvieron?

Primero, se recupera la forma algoritmica en la cual Newton trabaja con los logaritmos.

2x2
dx

3+4x3

es uno de los puntos claves al estudiar documentos historicos, representar en los términos

;- In (3+4x3
Claramente, la solucion de [ = G

+ C, es igual a la respuesta de Newton. Esto

actuales una idea de siglos atras sin que ésta se modifique o altere.
Segundo, el argumento que esta de fondo, y que se pretende recuperar, es que la idea de

Newton era calcular el area bajo una curva al relacionarla con el area de un rectangulo con uno
b . .
de sus lados es una constante K, esto es, fa f'(x)dx = K.[f(b) — f(a)]. Se evidencia que en

la Figura 2 se tom6 K = 1. Este es el argumento que emergio en los trabajos de Newton al
basarse en los estudios de Hendrick van Heuraet (PANZA, 2005; SCRIBA, 2014; MUNOZ
VILLATE, 2022).

Tercero, el software GeoGebra resulta idoneo para la visualizacion de este argumento,
porque permite ver tanto la grafica de dy/dx como la gréafica de y en el mismo plano cartesiano.
También, permite construir la cuadratura de la curva que se muestra en rojo como un rectangulo
en gris, y verificar que ambas areas obtenida son iguales. Este trabajo se puede hacer dindmico
en la medida en que se declare, por ejemplo, el limite superior como un n y se cree un deslizador

que generara areas mas grandes 0 mas pequefias segun quiera el usuario.
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Cuarto, se estd optimizando la forma de ensefiar la parte evaluativa del TFC por cuanto
se ofrece una nueva herramienta a la comunidad académica para abordar el problema de

visualizar el area bajo una curva como aquella que se relaciona con el area de un rectangulo.

3.2 Disposicion del argumento historicos de Leibniz en Microsoft Excel

Leibniz desde el comienzo de sus estudios en matemaéticas habia abordado el problema
de las sumas y las diferencias como relaciones inversas (KATZ, 1993). Desde una ecuacién
sencilla como:

A-A+B—-B+C—-C+D—-D+E—-E=0
E—A=-A+B—-B+(C—-C+D—-D+E

Para A, B, C, D y E constantes cualesquiera. En términos usados por el profesor Carlos
E. Vasco, la diferencia entre los valores extremos seria equivalente a la suma de los detrimentos
de los nimeros intermedios. La Figura 3 muestra el ejercicio que se puede plantear para que los

usuarios de una plantilla sencilla en Excel, completen los numeros faltantes en el triangulo.

Figura 3 — Adaptacion del triangulo armonico de Leibniz

Insertar  Disefiode pdgina  Férmulas  Datos  Revisar  Vista  Q ;Qué deses hacer?

0 Ex  [catibr Jn e A A E - B Ajustartexto Gannial 3 g‘; E‘;‘J E) E'I jnx T.:”
Pegar , N K S -+ |- A~ E=5= [ Combinarycentrar ~ $ v % o0 3 £  Formato  Darformato Estilosde  Insertar Eliminar Formato
- |¥ i - 7% condicional ~ como tabla~ celda~ - -
‘ortapapeles Fuente N Alineacién 7] Nimero ] Estilos Celdas

M7 = f
A B C D E F G H | J K
1
2 TRIANGULO ARMONICO
3
. 1
5 1/2 1/2
6 1/3 1/6 1/3
7 1/4 1/12 1/4
s 1/5 1/20 1/20
9 1/6 1/60 1/30 1/6 LEIBNIZ
10 1/7 1/42 1/105 1/105 1/42 ‘

11

Fuente: Figura propia.

La solucién de este ejercicio muestra entonces que, por ejemplo, los extremos de los

, . . . 1 6
numeros de la primera columna de la Figura 3 satisfacen que 1 — ~ = que es exactamente

. 1 1 1 1 1 1 6
igual a tener la suma -+-+—+4—+—+4 — = - . Estos resultados no eran exactamente
2 6 12 20 30 42 7

nuevos, pero hicieron que Leibniz se diera cuenta de que la forma de las sucesiones hechas por
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diferencias y las sucesiones de sumas, son operaciones mutuamente inversas (GRATTAN-
GUINNESS, 1980). Este argumento fue la semilla de lo que en 1680 resulté notdndose como
[ dy =y (CHILD, 2005), esto es la primera parte del TFC.

¢ Qué resultados se obtuvieron?

Primero, si una institucion o un profesor quieren ensefiar el TFC como la relacién inversa
entre la derivada y la integral, puede enriquecer esa presentacion con un software que es de uso
comun, Microsoft Excel.

Segundo, Leibniz trabajo la relacion inversa entre la suma y la resta desde el comienzo
de sus estudios matematicos (KATZ, 1993; REMAKI, 2021), asi que visto desde esta
perspectiva, la primer parte del TFC resulta ser evidente.

Tercero, se puede abordar un objeto matematico dificil como es el TFC a partir de
ejercicios aritméticos sencillos siguiendo la génesis de este teorema en los trabajos leibnizianos.

Cuarto, la relacion entre el area bajo una curva y el area de un rectangulo, también
pueden verse en los trabajos de Leibniz (LOPEZ, 2011; MENA, 2014; BLASJO, 2015;
MUNOZ VILLATE, 2021).

4. Conclusiones

La historia de las matematicas sigue siendo una fuente rica en recursos que pueden ser
aprovechados para la ensefianza, en particular para mejorar la idoneidad epistémica de ciertos
procesos de instruccion. EI TFC no es ajeno a dicha condicidn, y al indagar por la génesis de
ciertos argumentos historicos que integran este gran y complejo objeto matematico, se obtienen

argumentos historicos que permiten abarcar mejor la complejidad de este teorema.

Por otra parte, la incorporacion de estos argumentos es posible gracias a su visualizacion
en la medida en que se utilicen las herramientas tecnologicas adecuadas. En esta investigacion
se muestra que esto es posible gracias a la implementacion de un software de graficacion y otro
gue permite crear una tabla donde sus entradas sean dindmicas. Ambos softwares estan al acceso
de cualquier persona.

La propuesta que se hace aqui de la recuperacion de argumentos histdricos gracias a los
recursos tecnologicos permite, a priori, disefiar secuencias didacticas para la ensefianza del TFC
gue mejoran la idoneidad epistémica y mediacional de las que se implementan habitualmente

en las universidades de Colombia. Esta suposicién a priori se debe de confirmar en las
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implementaciones que incorporan esta propuesta, mas alla de los primeros pilotajes que hasta el

momento estan empezando a realizar los autores de este escrito.
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