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Resumen

Las demostraciones geométricas son objeto de estudio en todos los niveles educativos. Ademas,
en las pruebas nacionales de Matematica, por lo general se incluye una pregunta relacionada
con este contenido con el objetivo de explorar y describir las dificultades conceptuales de los
estudiantes del Nivel Medio en el desarrollo de demostraciones geométricas, desde la
perspectiva de la relacion de la l6gica de la evaluacion del aprendizaje y de las etapas de su
asimilacion. Se analizan las respuestas de 450 estudiantes a un ejercicio que fue tomado de las
pruebas cubanas para el ingreso a la universidad. Se elabora un instrumento para la evaluacion
atendiendo a las etapas de asimilacidon, se hace un andlisis porcentual y se usan Redes
Bayesianas para valorar los datos obtenidos e inferir que la situacion es no favorable. Se
describen las dificultades y sus relaciones, ademas se reflexiona sobre su posible abordaje
didéctico para perfeccionar su ensefianza.

Palabras clave: demostracion, geometria, asimilacion, evaluacion, dificultades conceptuales.
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Dificuldades conceptuais dos alunos de nivel médio em demonstragdes geométricas

Resumo

As manifestagdes geométricas sdo objeto de estudo a todos os niveis educativos. Além disso,
nos testes nacionais de Matematica, uma questao relacionada com este contetido ¢ geralmente
incluida, com o objetivo de explorar e descrever as dificuldades conceptuais dos alunos do Nivel
Médio no desenvolvimento de demonstracdes geométricas, do ponto de vista da relagao da
logica da avaliagdo do desempenho e dos estagios da sua assimilagdo. Analisam-se as respostas
de 450 alunos a um exercicio que foi retirado dos testes cubanos para a admissao universitaria.
Um instrumento de avaliagdo ¢ desenvolvido de acordo com as fases da assimilagdo, ¢ feita uma
analise percentual e as Redes Bayesianas sdo utilizadas para avaliar os dados obtidos e inferir
que a situagdo nao ¢ favoravel. As dificuldades e as suas relagdes sdo descritas, € a sua possivel
abordagem didatica reflete-se para melhorar o seu ensino.

Palavras-chave: demonstrag¢do, geometria, assimilacdo, avaliagdo, dificuldades conceptuais.

Conceptual difficulties of middle level students in geometric demonstrations

Abstract

Geometric demonstrations are the subject of study at all educational levels. In addition, in the
national tests of Mathematics, a question related to this content is usually included with the aim
of exploring and describing the conceptual difficulties of the students of the Middle Level in the
development of geometric demonstrations, from the perspective of the relationship of the logic
of the evaluation of the performance and the stages of its assimilation. The responses of 450
students to an exercise that was taken from the Cuban tests for university admission are
analyzed. An instrument for evaluation is developed according to the stages of assimilation, a
percentage analysis is made and Bayesian Networks are used to assess the data obtained and
infer that the situation is not favorable. The difficulties and their relationships are described, and
their possible didactic approach is reflected to improve their teaching.

Keywords: demonstration, geometry, assimilation, evaluation, conceptual difficulties.

Introduccion

El 2022 es el ano internacional de las Ciencias Basicas con el fin de destacar su
importancia y necesidad para el desarrollo sostenible de la sociedad, para recalcar sus aportes a
la implementacion de la Agenda 2030, y para solucionar los problemas que generan los desafios
globales con vision de ciencia (UNESCO, 2019).

En ese contexto las demostraciones geométricas son una poderosa estrategia didactica
para el adiestramiento 16gico-lingiiistico del estudiante, operar con conceptos y propiedades
geométricas, propiciar el andlisis reductivo deductivo, y uso adecuado del lenguaje matematico
(ALVAREZ, ALMEIDA Y VILLEGAS, 2014); son, ademas, una via muy importante para

promover el pensamiento geométrico el cual es considerado como el mas importante de la
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Matematica en el Nivel Medio para promover el pensamiento cientifico en el estudiante
(RODRIGUEZ Y MONTIEL, 2021).

Su ensefianza se incluye paulatinamente en los diferentes niveles educativos, a través de
la fundamentacién de las vivencias del estudiante, deducciones, aplicacion de reglas de
inferencias, y la solucion de ejercicios de demostracion donde tenga que verificar propiedades
y relaciones de figuras geométricas, incluso, para finalmente ser incluido en las pruebas
nacionales de Matematica para el ingreso a los estudios universitarios, aunque, por lo general se
le presta poca atencion (ALVAREZ, ALMEIDA Y VILLEGAS, 2014, MORALES, LARIOS
Y RUBIO, 2021).

En el nivel universitario también es un contenido de ensefanza de alta prioridad para la
formacion integral del estudiante (PEREZ, 2020), sobre todo en las carreras de ingenierias y
Arquitectura; sin embargo, las investigaciones didacticas generalmente se orientan al estudio de
la formacion didactico-matematica de los docentes en servicio y/o en formacion para abordar
las demostraciones geométricas con el uso del GeoGebra (MONTES, 2020; RINCON Y
MONTES, 2020).

A pesar de que en los resultados de pruebas nacionales se hacen analisis de los resultados
atendiendo a la frecuencia de errores cometidos por el estudiante (PEREZ, 2006, PEREZ,
MARTINEZ, TRIANA Y GARZA, 2015), la concepcion de la evaluacion del aprendizaje hace
que se tenga poca informacion sobre las caracteristicas de las dificultades de los estudiantes en
las diferentes etapas del proceso de asimilacion del estudiante cuando realiza una demostracion
geométrica (PEREZ, 2020).

La investigacion tuvo el objetivo de explorar y describir las dificultades conceptuales de
los estudiantes del Nivel Medio en el desarrollo de demostraciones geométricas, desde la
perspectiva de la relacion de la 16gica de la evaluacion del aprendizaje y de las etapas de

asimilacion del estudiante, para sugerir sobre su posible abordaje didactico.

1. Las demostraciones geométricas en el nivel medio
En la actualidad proliferan investigaciones relacionadas con el uso de tecnologias

emergentes orientadas a la conceptualizacion, analisis de propiedades y a las demostraciones
geométricas (RINCON Y MONTES, 2020), otras hacen énfasis en la necesidad de abordar

dichas demostraciones como la actividad intelectual esencial de la Matematica en el Nivel

Revista Paradigma, Vol. XLIV, Edigdo Tematica N°3. (Avaliagdo em Educa¢ido Matemdatica), Ago. 2023 / 241 —263 243



Elizabeth Rincon Santana; Olga Lidia Pérez Gonzadlez; Michelle Elizabeth Lalondriz Rincon & Danielly Gongora
Moran

Medio, como resolucién de problemas, y por su valor formativo, 16gico y deductivo (LAREZ,
2014).

De igual forma se investiga la actividad del estudiante cuando justifica sus respuestas a
problemas o situaciones geométricas, a partir del proceso de construccion de argumentos con el
uso del GeoGebra (MORALES, LARIOS Y RUBIO, 2021), y de la validacion y elaboracion de
conjeturas (FREYRE Y CAVATORTA, 2021).

Sin embargo, en la practica educativa aiin predominan insuficiencias en el aprendizaje
de la Geometria (RINCON Y MONTES, 2020), las cuales se concretan en situaciones como las

siguientes:

Dificultades en que los alumnos comprendan y dominen la literatura basica, la mayoria
no es capaz de interpretar los objetos geométricos en sus variadas formas de
representacion o de utilizarla terminologia matematica con precision, para comunicar
razonamientos y resultados, todo lo cual dificulta la utilizacién del conocimiento
geométrico en la resolucion de ejercicios y problemas, manifestandose una fuerte
tendencia a memorizar, en vez de comprender y de hacer generalizaciones (RINCON,
MONTES Y MOLA, 2016, p. 180).

Contexto en el cual se hace mayor énfasis en el pensamiento algebraico y aritmético,
aunque Rodriguez y Montiel (2021) reconocen la necesidad de promover el pensamiento
geométrico como el mas importante en la Matematica del Nivel, y Pérez (2020) sugiere prestar
especial atencion a los siguientes aspectos debido a que constituyen la clasificacion de
demostraciones geométricas utilizada en el Nivel Medio:

1. La obtencion de formulas para calcular perimetros de figuras geométricas.
2. La formulacién y demostracion de conjeturas.
3. La solucién de ejercicios de demostracion que implique la verificacion de propiedades

y relaciones de figuras geométricas en el plano y el espacio, con el uso de los

conocimientos sobre figuras conocidas, movimientos, teorema de las transversales,

criterios de igualdad, y criterios de semejanza de triangulos (PEREZ, 2020).

Desde otra perspectiva se concuerda con Rodriguez y Montiel (2021) quienes plantearon
que:

La matematica escolar no da la oportunidad de desarrollar el pensamiento geométrico
porque estd centrada en el dominio de objetos, cuya institucionalizacién, es
predominantemente algebraica. Desafortunadamente, escolarmente si se demanda de
este pensamiento, sobre todo en las evaluaciones de ingreso a los niveles medio y
superior, asi como en las pruebas estandarizadas, pruebas nacionales e internacionales

(p.51).
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Es por eso que en la preparacion del estudiante para presentarse a las evaluaciones de
ingreso a la Educacion Superior y/o el Nivel Medio, se requiere que no so6lo sistematice los
conocimientos y habilidades aritméticas y algebraicas, sino que deben sistematizar, de forma
integrada, las geométricas y trigonométricas, para obtener soluciones razonadas de problemas
intra y extra matematicos, entre los que se encuentran las demostraciones geométricas (LAREZ,
2014).

Sobre lo anterior Pérez (2020) precis6 que, para favorecer el desarrollo integrado de las
habilidades aritméticas, algebraicas, geométricas y trigonométricas en las demostraciones
geométricas, se deben orientar a la solucion de:

1. Demostraciones geométricas implicitas en el calculo de cantidades de magnitud.
2. Demostraciones geométricas en las que se utilicen conceptos y relaciones de la
geometria plana.

La solucion de dichos problemas requiere de las habilidades y comprension de los
conceptos de la Geometria Plana y del Espacio, entre los que se destacan las figuras geométricas,
grupo de teoremas de Pitagoras, igualdad y semejanza de triangulos, razones trigonométricas de
angulos cualesquiera (sistema sexagesimal y circular de medida de angulos), posiciones
relativas entre rectas y planos en el espacio, resolucion de tridngulos y las posiciones relativas
entre rectas y rectas y planos en el espacio.

De forma general, la identificacion de las dificultades conceptuales en el desarrollo de
las demostraciones geométricas se identifica con las deficiencias en el desarrollo de habilidades
asociadas a los contenidos mencionados anteriormente, y/o a los aspectos del pensamiento
matematico “elementos de la intuicién, la induccidn, conjeturar, buscar el teorema y
demostrarlo”. (RINCON Y MONTES, 2020, P.12).

Sin embargo, no se identifican investigaciones que analicen dichas dificultades desde la
perspectiva de la légica del proceso de evaluacion del aprendizaje y su relacion con las etapas

del proceso de asimilacion del estudiante (PEREZ, 2020).

2. Evaluacion del aprendizaje y dificultades conceptuales
En la investigacion desarrollada por Ramos y Casas (2018) sobre las concepciones y las

creencias que tienen los profesores sobre el proceso de evaluacion en la Matematica se preciso

que se comenten muchos errores e impresiones para poder identificar las dificultades que tiene
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el estudiante, y que ello limita el perfeccionamiento continuo de su proceso de ensefianza y de
aprendizaje.

Lo anterior esta dado porque la evaluacion del aprendizaje es un proceso multifactorial,
en su implementacion intervienen diversos factores, entre los que predominan las percepciones,
conocimientos, concepciones y percepciones que los maestros tienen sobre ella (PEREZ,
MARTINEZ, TRIANA Y GARZA, 2015), lo que incide en la necesaria renovacién de las
herramientas didacticas para analizar e interpretar didacticamente los resultados del aprendizaje
del estudiante en la solucidén de problemas matematicos, y su correspondiente marco teorico
referencial para precisar los indicadores para desarrollar el proceso valorativo (CACERES,
PEREZ Y CALLADO, 2019).

Existen varias propuestas de marcos tedricos referenciales para analizar e interpretar
didacticamente los resultados del aprendizaje del estudiante en la solucion de problemas
mateméticos, los cuales estan alineados a las politicas educativas y curriculares (FERNANDEZ-
ALONSO Y MUNIZ, 2019).

Uno de los marcos teodricos utilizados y que sirve de marco de referencia a la
investigacion es el modelo curricular del Tercer Estudio Internacional de Matematicas y
Ciencias, en sus siglas en inglés se denomina TIMSS, en el que se considera el curriculum
pretendido, aplicado y obtenido (Figura 1), de modo que el ultimo se oriente a valorar lo que el
estudiante aprendi6 a partir de pruebas de rendimiento (DEMARCHI, 2020).

Figura 1 - Modelo curricular de TIMSS

Curriculum
obtenido

Curriculum
aplicado

Curriculum
pretendido

Contexto Contexto
social y escolar, de

Resultados y
caracteristicas

de los
estudiantes.

eucativo profesorado y
nacional de aula

Fuente: Mullis (2002, p. 18)

Otro marco tedrico que sirve de referencia a la investigacion es el propuesto por Pérez
(2006) quien propuso un modelo teorico desde la perspectiva de la direccion del proceso de
ensefnanza-aprendizaje, donde la planificacion y la organizacién la valor6 sobre la base de la
teoria de la formacidn por etapas de las acciones mentales en el contexto de la Matematica, en

la que se precisan los siguientes principios y regularidades metodologicas:
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. Principio de la independencia de las habilidades a evaluar orientado al disefio de la
tarea de modo que se pueda valorar el desempefio del estudiante respecto a cada una
de las habilidades que intervienen en su solucion.

. Principio del control de las operaciones (habilidades) antes del producto final
orientado a precisar que primeramente se debe hacer énfasis en valorar cada una de
las acciones que realiza el estudiante antes de valorar el resultado final de la tarea.

. Regularidad metodologica orientada a precisar que el método de comprobacion de
la veracidad es la base de la autoevaluacidn, el cual insiste en que el estudiante tenga
que justificar sus acciones y resultados para comprobar la veracidad de sus
respuestas.

. Regularidad metodoldgica orientada a precisar que los instrumentos utilizados para
la evaluacion del aprendizaje dejan de ser un fin en si mismos, ellos sélo sirven para
obtener indicadores y su interpretacion depende de diferentes factores entre los que
se destacan el transito por las etapas de asimilacion.

Sobre la base de esos principios y regularidades se considerd que en el proceso de

ensefnanza-aprendizaje se considera las siguientes relaciones:

El contenido refleja la logica de la ciencia; la evaluacion, la logica del proceso
enseflanza-aprendizaje. Por tanto, la organizacion del contenido busca la unidad entre
la 16gica del proceso ensefianza-aprendizaje, la de la ciencia y la de la asimilacion de
los alumnos, mientras que la evaluacion tiene que ser la expresion de dicha unidad
(PEREZ, 2006, P. 276).

De esa forma, en la valoracion e interpretacion de los resultados de las tareas realizadas
por el estudiante ha de considerarse la légica del proceso de asimilacion (FABIAN Y
RODRIGUEZ, 2020), para lo que se considera la teoria de la formacion de las etapas de las
acciones mentales en el contexto de la Matemadtica que se basan la teoria de Galperin
(GALPERIN, 1998).

De la relacion de la evaluacion con las etapas de asimilacion que se muestran en en el
Anexo, Pérez (2006) precis6 que la identificacion de dificultades conceptuales en el proceso de
evaluacion del aprendizaje de la Matematica, se debe hacer énfasis en tres aspecos (Figura 2)
que se corresponden a:

. La etapa de las acciones materializadas externas para indagar sobre las dificultades
relacionadas con la asimilacion de la base orientadora de la accion y los conceptos

que subyacen en ella.
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. La etapa de las acciones del lenguaje externo para identificar las dificultades respecto
a la asimilacion de las operaciones respecto a los conceptos matematicos a los que
ellas se asocian, y su resultado exteriorizado.

Figura 2 — Criterios de valoracion para identificar dificultades conceptuales

Valorar que se
justifique cada una de
las acciones con el uso

de los concentos que

Valorar si las acciones
se desarrollan
desplegadas

Fuente: Elaborado por las autoras

En sintesis, la identificacion de las dificultades conceptuales requiere concebir la

evaluacion del aprendizaje como:

Una funcion del sistema de direccion del proceso ensefianza-aprendizaje,
cumpliéndose sus principios y regularidades, y considerando que la evaluacion esté
referida a un sistema de tareas en funcion de las etapas del proceso de asimilacion,
entonces se lograra aumentar la dedicacion de los alumnos al estudio, el rendimiento
académico y su calidad (PEREZ, 2006, p.289).

Por tanto, las tareas deben estar disefiadas de forma que favorezca la valoracion de los
aspectos planteados con cada etapa de asimilacion, con énfasis en los criterios de valoracion de
la Figura 2 para identificar las dificultades conceptuales.

Y aunque la evaluacion del aprendizaje tiene un caracter multifactorial, dinamico,
perturbado, en la que influyen un grupo de factores que pueden afectar su implementacion,
destacandose entre ellos a los profesores, los estudiantes, la escuela y el aula, entre otros, se
conoce que el factor que més predomina es el relacionado con los conocimientos, percepciones
y concepciones que tiene el profesor sobre la evaluacion (PEREZ, MARTINEZ, TRIANA Y
GARZA, 2015, P.160).

Por tanto, en un analisis y discusion sobre las dificultades conceptuales debe abordarse
desde la perspectiva del profesor y de las orientaciones para que perfeccione la direccion del
proceso de ensefnanza-aprendizaje.

Se debe considerar, ademas, que existen otras propuestas para valorar las dificultades
conceptuales del estudiante, por ejemplo, Diaz, Batanero y Arteaga (2018) lo hacen a través de
“cuatro niveles de complejidad semiotica en la construccion de un grafico estadistico, que

dependen de los objetos matematicos y estadisticos que se movilizan en su construccion” (p.
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110) para valorar las dificultades en la construccion de diagramas de barras, que también hacen
su propuesta desde la perspectiva del profesor.

De forma similar, Kaiber y Quadros (2020) indagan sobre las dificultades del estudiante
sobre la base de las dificultades asociadas a los objetos basicos del Calculo Diferencial, a la
conceptualizacion y formalizacion del concepto de limite de una funcién, y a los aspectos
relacionados con la ruptura del Algebra y el Calculo.

Sin embrago, esos autores, aunque atienden a la logica del proceso de ensefianza-
aprendizaje desde la perspectiva del profesor, y de la matematica como Ciencia, descuidan la
logica del proceso de asimilacion del estudiante, aspecto en el que la investigacion se hace
especial énfasis.

Por lo que, el objetivo de la investigacion es explorar y describir las dificultades
conceptuales de los estudiantes del Nivel Medio en el desarrollo de demostraciones geométricas
desde la perspectiva de la relacion de la logica de la evaluacion del aprendizaje y de las etapas

de asimilacion del estudiante.

3. Metodologia
La descripcion metodologica toma como referente las propuestas de Amais y Flores

(2021) y Sanchez y Murillo (2021) para clasificarla como un estudio que integra lo cualitativo
y cuantitativo, de tipo no experimental, y exploratorio-descriptivo orientado a indagar y
caracterizar dichas dificultades.

De esa forma partiendo de los presupuestos que plantean Sanchez y Murillo (2021) la
complementacion de lo cualitativo y lo cuantitativo se utilizé para comprender los procesos
académicos relacionados con el desarrollo de demostraciones geométricas desde la perspectiva
de la relacion de la logica de la evaluacion del aprendizaje y de las etapas de asimilacion del
estudiante.

No hubo manipulacion controlada de variables, pues solo se obtuvieron los datos en
contexto determinado, para estudiarlos en funcion del marco tedrico, y fue de tipo transeccional
porque la informacion se obtuvo en un tinico periodo de tiempo (AMAIS Y FLORES, 2021).

Para el desarrollo de la investigacion se solicitd a los 450 estudiantes de duodécimo
grado de la Escuela Mixta Victoria de Girdon, Camagiiey, Cuba, que habian participado de un

curso de preparacion para presentarse a la prueba de ingreso a la Educacion Superior, realizar
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un ejercicio de demostracion geométrica que incluyera el trabajo integrado de los conceptos de
circulo y semicirculo, circunferencia y semicircunferencia, rectangulos, tridngulos, paralelismo,
perpendicularidad, igualdad de longitudes de segmentos y de amplitudes de angulos, teoremas
de igualdad de tridngulos, relaciones trigonométricas y relaciones del perimetro del semicirculo
en los que intervienen habilidades algebraicas, geométricas, aritméticas y trigonométricas,
aplicar la Regla de redondeo y el trabajo con cifras significativas, entre otros (Figura 3).

Figura 3- Ejercicio propuesto a los estudiantes

En la figura, se tiene representado un semicirculo de centro O y radio OB, se conoce ademas que:

OBCD es un rectangulo.
A, Oy B son puntos alineados.
BF L OF
E es un punto de la semicircunferencia.
) Prueba que OD = BF.
) Sisena FOB = %, BF =8,0 cm; calcula el perimetro del semicirculo

TN e e e o

E

A B

)

Fuente: Martinez (2019, p. 57)

La logica de la solucion del ejercicio de la Figura 3 exigi6 realizar una demostracion
geométrica aplicando conceptos de la geometria plana (inciso a), y la determinacion de
cantidades de magnitud que incluye demostracion en la que se aplican conocimientos sobre
trigonometria (inciso b).

Para el analisis de las dificultades conceptuales se hizo un andlisis de los errores
cometidos por los estudiantes atendiendo a cada una de las acciones que intervienen en la
solucion del inciso, y con el fin de evitar ambigiiedades se elabord un instrumento que sirvié de
guia para dicho analisis (Cuadro 1) en el que las acciones se valoran de 0 si es correcta (C) la
respuesta, 1 si es incorrecta (I) y 2 si es parcialmente correcta (PC); en este tltimo caso se
consider6 que si el estudiante identificaba el concepto o propiedad a aplicar para desarrollar la

accion, pero no lo aplicaba o lo explicaba bien entonces se valord de parcialmente correcta.
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Cuadro 1 — Guia para valorar las soluciones dadas por los estudiantes

Incisos Criterio de Conceptos y/o
a)yb) Acciones valoracion propiedades que
subyacen

Al Identificar los tridngulos A Tridngulo

A2 Reconocer que OE=0OB A Segmentos iguales, radio,

circunferencia

A3 Justificar la igualdad de los B Radio de una
lados semicircunferencia

A4 Reconocer que <DOE= <OBF A Angulo, angulo agudo,

angulos iguales

A5 Justificar la igualdad de los B Relacion de
angulos Perpendicularidad

A6 Reconocer que < FOB = <OED A Angulos alternos,

propiedades del rectangulo

A7 Justificar la igualdad de los B Angulos alternos entre
angulos paralelas.

A8 Concluir que los triangulos A Teoremas de igualdad de
ODE y BFO son iguales triangulos.

A9 Justificar con criterio de B Criterio de igualdad de
igualdad tridngulos a.l.a

Al0 Concluir que OD= BF A Lados iguales a partir de

figuras iguales.

All Justificar la igualdad de los B Elementos homologos en
lados tridngulos iguales.

B1 Plantear la formula para A Circulo, semicirculo,
calcular el perimetro del relacion de perimetro.
semicirculo

B2 Plantear la razon trigonométrica A Relaciones
para calcular OB trigonométricas en

tridangulos rectangulos.

B3 Calcular a OB A Razones y proporciones

B4 Sustituir los valores en la A Relacion del perimetro de
férmula para calcular el la semicircunferencia.
perimetro del semicirculo

B5 Calcular A Habilidades algébricas y

aritméticas.

B6 Expresar la respuesta con cifras A Habilidades aritméticas
numéricas
Valoracion: 0 — Correcto, 1 — Incorrecto, 2 — Parcialmente correcto

Fuente: Elaborado por las autoras
Sobre la base de los criterios de valoracion dados en la Figura 2 para identificar las

dificultades conceptuales, denominandolos A y B, de la siguiente forma. A) Valorar si las
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acciones se desarrollan desplegadas y B) Valorar que se justifique cada una de las acciones con
el uso de los conceptos que subyacen en ella.

Con el instrumento elaborado se considerd la existencia de dificultades conceptuales en
cada una de las acciones realizadas por el estudiante con la siguiente escala valorativa: a) Si el
tanto por ciento de las respuestas correctas era menor a 70: la situacion es no favorable y son
las acciones de mayor dificultad, si el tanto por ciento de las respuestas correctas estaba entre
70 y 90 la situacién es favorable y son las acciones de dificultad media, y si el tanto por ciento
de las respuestas correctas era mayor a 90: la situacion es muy favorable y son las acciones con
menor dificultad.

Se aplico el criterio de expertos como un método de consenso para validar la guia que se
muestra en la Cuadro 1 para lo que se utilizé como referente la propuesta de Pérez (2006).

La informacioén se capturd en el Excel 2019, se representaron los resultados por incisos,
en graficos de barras, a través del calculo del tanto por ciento de las respuestas correctas de cada
una de las acciones para clasificar las dificultades conceptuales asociadas a cada uno de los
incisos del ejercicio.

Para analizar los resultados con el referente de Pérez (2020), las dificultades fueron
clasificadas en dos grupos: 1) Dificultades asociadas a las demostraciones geométricas en las
que se utilicen conceptos y relaciones de la geometria plana (inciso a de la Figura 3), 2)
Dificultades asociadas a las demostraciones geométricas implicitas en el calculo de cantidades
de magnitud (inciso b de la Figura 3).

Posteriormente se aplicd el método probabilistico de Redes Bayesianas para analizar
relaciones entre las diferentes variables (acciones de la Cuadro 1), para lo que se utilizdo como
referentes tedricos-practicos las investigaciones de Orjuela, Lesmes, Marcel y Castafieda (2020)
para crear un modelo probabilistico sobre los eventos que sucedieron con las respuestas de los
estudiantes.

Se utilizo Redes Bayesianas para obtener un Modelo Probabilistico Grafico (MGP) para
analizar la relacion existente entre los incisos del ejercicio y obtener una representacion grafica
de dependencias para el razonamiento probabilistico de los resultados obtenidos, en la cual los
nodos representaron variables aleatorias y los arcos representaron relaciones de dependencia

directa entre las variables.
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La informacién de entrada de los algoritmos fue la base de datos de Excel que contenia
la valoracion de los resultados, por incisos, del ejercicio propuesto al estudiante, atendiendo a
la guia expuesta en la Cuadro 1, y se consider¢ la fiabilidad de los resultados a obtener porque
el numero de variables era considerable; las variables de entrada de la Red Bayesiana fueron los
valores discretos 0; 1; 2.

Para determinar las relaciones de dependencia entre las diferentes acciones realizadas
por cada estudiante se utilizo6 el lenguaje de programacion R y las redes bayesianas, para lo que
se program¢ el codigo correspondiente de la red bayesiana. Después de definida la red bayesiana
se realizo la inferencia para estimar la probabilidad de las dificultades conceptuales de los

estudiantes.

4. Resultados y discusion
Con la aplicacion del método de consenso a través del criterio de 11 expertos de Cuba,

Republica Dominicana, México y Panama, se valid6 la guia propuesta en la Cuadro 1 como muy
adecuada para realizar el estudio.

En el andlisis del grupo 1 de dificultades asociadas a las demostraciones geométricas en
las que se utilicen conceptos y relaciones de la geometria plana (Gréafico 1), se identificé que las
acciones con situacion no favorable fueron la A2, A3, A6, A7, A8, A10 y All descritas en el
inciso a) del Cuadro 1, con mayor énfasis en la A2, A3 y All, por lo que, las mayores
dificultades conceptuales fueron:

1. Reconocer la igualdad de segmentos (OE=0B) y su justificacion.
ii.  Reconocer la igualdad de 4ngulos (< FOB = <OED) y su justificacion.
iii.  Concluir que los tridangulos ODE y BFO son iguales.

iv.  Concluir la igualdad de segmentos (OD= BF) y su justificacion.
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Grafico 1- Resultados de las respuestas correctas del inciso a)
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Fuente: Elaborado por las autoras

Se identificaron las acciones que tuvieron una situacién favorable (A4, A5 y A9 del
Cuadro 1) que dieron lugar a menores dificultades, ellas son: a) reconocer la igualdad de angulos
(<DOE= <OBF) y su justificacion y b) Justificar la igualdad de tridngulos.

En las dificultades identificadas:

e Subyacen los conceptos y/o propiedades siguientes: radio de una
semicircunferencia, propiedades del rectangulo, &ngulos alternos entre paralelas.
teoremas de igualdad de tridngulos, relaciones entre los elementos del triangulo,
propiedades de los elementos del tridngulo, dngulos agudos, perpendicularidad,
criterio de igualdad de triangulos.

e Se observd que cuando no lograron realizar la accion (a, b y d) de forma
desplegada tampoco pudieron justificarla con el uso de los conceptos que
subyacen en ella.

En el andlisis del grupo 2 de dificultades, asociadas a las demostraciones geométricas
implicitas en el calculo de cantidades de magnitud (Grafico 2), se identifico que todas las
acciones tuvieron una situacion no favorable (inciso b en el Cuadro 1) con mayor énfasis en B2
y B6, por lo que se clasificaron como acciones de mayores dificultades conceptuales las
siguientes:

a) Plantear una férmula para calcular el perimetro del semicirculo

b) Plantear la razon trigonométrica para calcular OB

c) Calcular a OB

d) Sustituir los valores en la formula para calcular el perimetro del semicirculo.

e) Calcular el perimetro del semicirculo.

f) Obtener el resultado numérico.
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Grifico 2- Resultados de las respuestas correctas del inciso b)
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Fuente: Elaborado por las autoras

En las dificultades identificadas subyacen los conceptos y/o propiedades de
semiperimetro de una semicircunferencia, relaciones trigonométricas en triangulos rectangulos,
razones y proporciones, relacion del perimetro de la semicircunferencia, asi como habilidades
algébricas y aritméticas.

En ambos grupos de dificultades los resultados se clasificaron como no favorables y se
infirié que la relacion del modelo TIMSS (Figura 1) entre el curriculum pretendido, aplicado y
obtenido no se cumplen en el contexto objeto de andlisis, lo que puede estar dado los
conocimientos, percepciones y concepciones que tiene el profesor sobre la evaluacion (PEREZ,
MARTINEZ, TRIANA Y GARZA, 2015, P.160), pues si la concibieran desde la direccion del
proceso de ensefanza-aprendizaje (PEREZ, 2006) se prestaria mayor atencion a su gestion
didactica (MONTES, 2020).

Al respecto Alvarez, Almeida y Villegas (2014) afirmaron que:

Con frecuencia la dificultad que presentan los alumnos no radica en el conocimiento
de los argumentos, sino en su seleccion, organizacidon y secuenciacion para poder
escribir la demostracion. Por eso es conveniente la realizacion de tareas en las cuales
los alumnos seleccionen, ordenen, desechen o completen los argumentos que se
necesitan, hasta llegar a que, dada una demostracion, determinen qué fue lo que se
demostro (P. 130).

En relacion con lo anterior Rincon y Montes (2020) y Alvarez, Almeida y Villegas
(2014) precisaron que en la gestion didactica de las demostraciones matematicas se debe insistir
en la comprension del contenido matematico y apropiacion del lenguaje matematico para lo cual
el profesor debe:

e Concebir las relaciones entre el razonamiento inductivo y deductivo para formular y
demostrar conjeturas.
e Utilizar los asistentes matematicos para visualizar relaciones y propiedades, analizar

conjeturas, hacer simulaciones y experimentos, deducir ideas y argumentar su validez.
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e Propiciar la explicacion de argumentos, a través de preguntas, discusion y andlisis en el
grupo.

Para profundizar en el analisis de las dificultades conceptuales identificadas, se acudio
al uso de las Redes Bayesianas para obtener informacion en cuanto a como se relacionan las
respuestas de los estudiantes en cada una de las acciones del ejercicio dado, las cuales pueden
ser interpretadas como relaciones de causa-efecto (ORJUELA, LESMES, MARCEL Y
CASTANEDA, 2020).

Como resultado del uso de las Redes Bayesianas se obtuvo el Modelo Grafico
Probabilistico (MGP) (Figura 4) en el que se muestran las relaciones de dependencia entre las
acciones que se desarrollan el inciso a y b del ejercicio.

Figura 4 - MGP generado por la Red Bayesiana

Fuente: Elaborado por las autoras

En la Figura 4 se presenta un grafo aciclico dirigido en el que cada nodo represento a los
incisos del ejercicio, su estructura brind6 informacion sobre las relaciones de dependencia e
independencia condicional existentes entre dichos incisos, las cuales simplificaron la
representacion de la funcidon de probabilidad conjunta como el producto de las funciones de
probabilidad condicional de cada variable.

Su estructura tuvo las siguientes caracteristicas: los nodos representaron las acciones
descritas en el Cuadro 1, los arcos representaron relaciones de dependencia directas entre ellas,
y la direccion de los arcos indico que la accidon sefialada por el arco depende de la variable
situada en su origen.

Se calcularon los pardmetros que cuantifican la red y que contienen las probabilidades
de cada variable objeto de analisis para obtener los 17 modelos probabilisticos que posibilitaron

hacer la inferencia de los resultados de las relaciones entre las acciones.
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Por el espacio disponible se muestra solamente el modelo probabilistico (Tabla 1) y la
Red Bayesiana (Figura 5) del nodo A10 por ser uno de los que tuvo menor desviacion estandar
de sus residuos.

Tabla 1 — Modelo probabilistico del nodo A10

Desviacion
Nodo Modelo probabilistico estandar del
residuo
A10=0.1543089+0.3662933*A3-
0.1708505*A4+0.2513601*A6+0.1314774* A8+0.4228975*A 1
0.3807655

1-0.2010180*B1-0.2399753*B6

Fuente: Elaborado por las autoras

Figura 5 — Red Bayesiana del nodo A10

Fuente: Elaborado por las autoras

De lo anterior se infirié que las dificultades conceptuales de A10 son dependientes de
las de A3, A4, A6, A8, Al11,B1 y B6, resultado que es similar al analisis realizado anteriormente
(Graficas 1 y 2), y que pueden interpretar como relaciones de causa-efecto que pudiera tener su
origen en la concepcidon de la evaluacion del aprendizaje en la gestion didéctica de las
demostraciones geométricas realizada por el profesor.

Del resultado obtenido se infirid6 que la dificultad en la accion A10 (concluir que
OD=BF) dependio6 de la actividad del estudiante en la que tuvo que:

e Justificar la igualdad de segmentos (OE=0B), a partir del uso de propiedades de figuras
planas.

e Reconocer la igualdad de angulos (< FOB = <OED), entre rectas paralelas.

e Concluir que los tridangulos ODE y BFO son iguales.

e Justificar la igualdad de segmentos (OD= BF), en triangulos iguales.

e Plantear formula para calcular el perimetro del semicirculo y hallar el resultado numérico.
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Y que A10 dependié mayoritariamente de que el estudiante desarrolle desplegadas sus
acciones (A4, A6, A8, Bl y B6), y en menor medida en que justifique con el uso de los conceptos
que subyacen en ella, aunque no ocurrio lo mismo con todas las acciones (A3 y All).

De forma similar se realiz6 el analisis de cada una de las acciones del ejercicio, para
profundizar en sus relaciones, causas y efectos desde la perspectiva de la asimilacion del

estudiante.

5. Conclusiones
Describir y explorar dificultades conceptuales en las evaluaciones de Matematica no

debe limitarse al andlisis cuantitativo para la interpretacion de errores en base a los elementos
del contenido, niveles de desempefio, indicadores, criterios, habilidades u otros aspectos, sino
que deben aprovecharse otros métodos que permitan valorar a las dificultades y las relaciones
entre ellas, sus causas y efectos, desde la perspectiva de la asimilacion del estudiante.

En ese sentido, la investigacion contribuye a la Didactica de la Matematica en tres
aspectos; el primero referido al analisis teorico de la evaluacion del aprendizaje que tenga en
cuenta la necesidad de valorar la relacion del curriculum pretendido, aplicado y obtenido, los
principios y regularidades de la evaluacion y su concepcion de que se conciba desde la direccion
del proceso de ensefianza-aprendizaje y las etapas por las que transita el estudiante para asimilar
el contenido.

La segunda contribucion esta relacionada con la metodologia empleada para describir y
explorar las dificultades conceptuales con el uso del tanto por ciento, y las Redes Bayesianas
para modelar de forma probabilistica las relaciones entre las acciones que desarrolla el
estudiante para resolver el ejercicio propuesto; queda ademas el instrumento para conformar la
base de datos a partir de la respuesta del estudiante.

Los resultados obtenidos mostraron que el trabajo con las demostraciones geométricas
es no favorable, que las dificultades que predominan estan relacionadas con el desarrollo
desplegado de las acciones y su justificacion conceptual, y que existen relaciones de
dependencia entre las diferentes acciones desarrolladas por el estudiante, las cuales deben ser
atendidas desde la gestion didéctica realizada por el profesor.

Como resultado de la investigacion se recomienda explorar otras técnicas de inteligencia

artificial que puedan utilizarse para explorar y describir las dificultades conceptuales de los
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estudiantes, ademas de profundizar en sus causas a través de las opiniones de los docentes sobre

el trabajo de los estudiantes con las demostraciones geométricas.
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8. Anexo

Dificultades conceptuales de los estudiantes del nivel medio superior ...

Relacion de la evaluacion del aprendizaje con las etapas de las acciones mentales planteadas por
Pérez (2006):

A. Motivacion, BOA (base orientadora de la accion)

Motivar al estudiante.
Valorar si el estudiante describe los elementos de la BOA.

B. Acciones materializadas externas (para la asimilacion de la BOA)

Realizar el control por operaciones e introducir gradualmente el control del producto
final de las acciones.

Valorar si las acciones se desarrollan desplegadas.

Valorar el grado de despliegue de las acciones.

C. Lenguaje externo (para la asimilacion de las operaciones y el resultado exteriorizado)

Valorar que se justifique cada una de las operaciones.

Valorar que si se reconoce el grado de despliegue.

Valorar la comprobacion de las respuestas obtenidas, en forma externa.

Valorar, en caso de que se reduzca el grado de despliegue, si se mutilan acciones.
Valorar si se desarrollan las acciones por diferentes métodos.

Controlar el producto final de forma externa.

D. Lenguaje interno (para la asimilacion de las operaciones de forma interna).

Si el grado de despliegue de las acciones es cada vez menor.

Si se justifica la reduccién de las operaciones.

Si no se mutilan acciones en la resolucion de los problemas presentados.

Si se es capaz de iniciar la resolucién de problemas por etapas intermedias de todo
el proceso de resolucion.

E. Accion del lenguaje interno (para el resultado de forma externa)

Si se reconoce el grado de despliegue y se tiende a reducir de forma externa,
incluyendo la realizacion de algunas operaciones de forma interna.

Si se comprueban las respuestas de forma interna.

Si e dominan las acciones esenciales de los conceptos de forma interna.

El control del producto final de forma interna.
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