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Resumo

Esse artigo aborda o processo de constituicdo e institucionalizagdo do conceito de derivada fundamentado do
método fluxional desenvolvido, a priori, por Newton e, posteriormente, aprimorado por Colin Maclaurin, ba-
seado em seu trabalho intitulado A Treatise of Fluxions (Tratado das Fluxdes), publicado em 1742. Com base da
realizacdo de uma analise histérica e epistemoldgica do tratado de Maclaurin sobre o método fluxional, apon-
tamos indicativos para uma abordagem conceitual e didatica do assunto associada aos modos de abordagem
presentes nos principais livros de calculo diferencial e integral no Ensino Superior com base no movimento
sequencial histérico (MSH) proposto por Mendes (2021b; ; 2023a; 2023b).
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Colin Maclaurin's fluexional method and the teaching of derivatives

Abstract

This article addresses the process of constitution and institutionalization of the concept of derivative based
on the fluxional method developed, a priori, by Newton and, later, improved by Colin Maclaurin, based on his
work entitled A Treatise of Fluxions, published in 1742. Based on a historical and epistemological analysis of
Maclaurin's treatise on the fluxional method, we point out indications for a conceptual and didactic approach
to the subject associated with the modes of approach present in the main books on differential and integral
calculus in Higher Education based on the historical sequential movement (HSM) proposed by Mendes (2021b;
2023a; 2023b).
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El método fluxional de Colin MacLaurin
y la ensenanza de los derivados

Resumen

Este articulo aborda el proceso de constitucién e institucionalizacién del concepto de derivada a partir del
método fluxional desarrollado, a priori, por Newton y, posteriormente, mejorado por Colin Maclaurin, a partir
de su obra titulada A Treatise of Fluxions, publicada en 1742. Basado en un anélisis histérico y epistemolégico
del tratado de Maclaurin sobre el método fluxional, sefialamos indicaciones para un abordaje conceptual y di-
dactico del tema asociado a los modos de abordaje presentes en los principales libros sobre calculo diferencial
e integral en Educacién Superior basada en el movimiento secuencial histérico (MSH) propuesto por Mendes
(2021b; 2023a; 2023b).
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O método fluxional de Colin MacLaurin e o ensino de derivadas

INTRODUCAO

Neste artigo apresentamos o desenvolvimento de uma investigacao histérica que
teve como objeto principal o método das fluxdes desenvolvido inicialmente por Isaac New-
ton no século XVII e posteriormente ampliado por Colin Maclaurin. Nossa principal inten¢ao
€ mostrar que se trata de uma interpretacao matematica baseada em uma andlise explicati-
va acerca da trajetoria de uma particula e de sua velocidade. O termo referente ao percurso
da particula esta relacionado a area da Fisica, mais especificamente a cinematica newtonia-
na, que trata da ocorréncia de um aumento ou diminuicao de grandezas num determinado
tempo sobre uma linha ou reta, considerando uma velocidade especifica no percurso. A te-
oria desenvolvida por Newton sobre fluxdes estd implicada em uma forma de interpretagao
dos conceitos relacionados aos estudos sobre derivada e integral, posteriormente estabele-
cidos por outros matematicos dos séculos XVII e XVIII.

Assim, as primeiras formulacdes a respeito do método fluxional se tornaram um
marco histérico ao se configurarem como o primeiro estudo acerca do calculo, no século
XVIl, denominado de célculo infinitesimal. No que concerne a invencao do método fluxio-
nal, nota-se que se trata de uma forma de abordar os processos de célculo, que foi bastante
significativa para se entender e desvendar os desafios que giravam em torno de problemas
surgidos na Grécia Antiga, como o problema da trissec¢ao do angulo e da quadratura do
circulo, entre outros que apareceram ao longo do tempo. A notavel experiéncia de Newton
ao propor a ideia sobre a fluxao se fundamentava em uma pratica empirica que estava inse-
rida numa relagdo entre os estudos oriundos da relagdo entre a Fisica e a Matematica sob os
seguintes termos: movimento, espaco, tempo, velocidade, acréscimos e decréscimos, entre
outros, que podem ser expressos por meio de métodos algébricos e equagoes.

Foi desse modo que a proposta desenvolvida por Newton sobre o método fluxional,
ficou marcada por inovagdes significativas que contribuiram para o desenvolvimento do
calculo infinitesimal. Nota-se que as construcoes cientificas em torno desse método obti-
veram avanc¢os que auxiliaram diversos estudiosos do século XVII na resolugao de proble-
mas matematicos relacionados a quadratura de curvas, os quais foram fundamentais para
o desenvolvimento dos conceitos de derivada e integral. Embora sua importante explicacao
referente aos movimentos dos corpos, relacionada as fluxdes, tenha impactado na socie-
dade cientifica de sua época, Newton nao propds um estudo mais amplo do tema, pois se
mostrava contrdrio a teoria dos infinitésimos (os acréscimos e decréscimos) que estavam re-
lacionados a teoria das fluxdes. A partir da analise demonstrativa do método fluxional com
a presenca dos acréscimos ou decréscimos de grandezas, Newton incorporou elementos
importantes: o tempo e a velocidade.

A esse respeito, a transcricao sobre o tempo e a velocidade era marcada pela trajeté-
ria da particula, momento em que a quantidade gerada (velocidade) é obtida num determi-
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nado acréscimo ou decréscimo de uma particula sobre a reta. O trabalho realizado em torno
desse tema sobre fluxdo lhe renderam dois trabalhos notaveis: o De Analysis e o De Methodis.
Foi a partir de um estudo reelaborado com base no De Methodis que Newton desenvolveu,
em 1671, uma obra intitulada: Tractatus de Methodis Serierum et Fluxionum (Tratado sobre
os métodos de séries e fluxdes). Nessa obra ele estruturou sua compreensao sobre trés con-
ceitos centrais de seu trabalho: quantidade fluente, fluxao e momento, posto que até entao
nao existia uma definicdo clara para o conceito de velocidade.

O conceito de velocidade proposto por Newton foi adquirido a partir do trabalho
de outros estudiosos ou de outros pontos interpretativos retirados de estudos sobre o mo-
vimento dos corpos (posteriormente relativos a Fisica), podendo ser utilizado como uma
grandeza intensiva, no sentido de que sé pode ser mensurada indiretamente por outras
grandezas. A indecisdo de Newton em relagdo a caracterizagdo pratica da velocidade e aos
termos usuais sobre a fluxao lhe renderam criticas de estudiosos, principalmente de George
Berkeley em O Analista (1734). Essa incerteza acerca do método fluxional fez com que New-
ton retardasse sua publicacdo, o que provavelmente permitiu a Leibniz desenvolver, poste-
riormente, as primeiras constru¢des do calculo por meio do uso de curvas e suas tangentes
em 1673.

Posteriormente, coube a Colin Maclaurin, um estudioso e discipulo de Newton, tam-
bém no século XVII, reescrever de forma sistematica, as construcdes referentes ao método
fluxional, que foi publicado em 1742 sob o titulo A Treatise of Fluxions (O Tratado das Flu-
x0es). Nesse trabalho, Maclaurin propde de forma clara e concisa que os calculos realizados
por Newton a respeito do método fluxional nao continham erros. Houve uma sistematiza-
cdo do conceito de velocidade, principalmente transcrita pelo movimento de uma particula
ao longo de uma reta, na qual a velocidade seria a mesma durante o percurso realizado uni-
formemente. Ele adota também o termo quantidade gerada para dar precisao aos célculos
explorados pelo uso das fluxdes nas equagdes algébricas, sanando e corrigindo as dlvidas
inerentes ao calculo idealizado por Newton.

As inovacoes a respeito do termo fluxao foram orientadas por caminhos metodolégi-
cos que lhe conferiram uma nova interpretacao conceitual do desenvolvimento do célculo
diferencial e integral. As mudancgas foram projetadas para dar suporte a uma construcao que
seria e proporcionaria uma nova compreensao relacionada aos contetidos posteriores a res-
peito de derivada e integral. Neste artigo, discorremos sobre o conceito de fluxao conectado
ao estudo relativo a derivada, bem como desdobramentos importantes fundamentados na
utilizacdo de métodos, propriedades, identidades, formulas e resolu¢des imprescindiveis
para a construcdo da identidade do calculo diferencial e integral.

Portanto, argumentamos que a consisténcia e o aprimoramento do estudo sobre de-
rivada impacta na melhoria da abordagem do referido contetido desenvolvido nos cursos de
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licenciatura em Matematica. Neste sentido, esse trabalho busca construir uma nova aborda-
gem sobre o estudo da derivada, fundamentada com base no método fluxional idealizado
por Maclaurin, de modo que possa complementar e ampliar os conhecimentos presentes
nos principais livros de cdlculos utilizados no curso de licenciatura em Matematica. Além
disso, abordaremos de forma concisa um quadro comparativo entre as férmulas inerentes
ao método fluxional e suas respectivas derivadas, destacando as semelhancas presentes
entre ambas, o que é importante para uma nova configuracao identitaria do calculo diferen-
cial e integral.

GENESE DO METODO FLUXIONAL NA CONCEPCAO NEWTONIANA

Para Silva (2010) o marco inicial do desenvolvimento do célculo diferencial e integral
aconteceu no periodo do Renascimento, que culminou com a queda da cidade de Constan-
tinopla em 1453 - Capital do Império Bizantino; a invencao da imprensa - em 1500 por Gu-
tenberg, e a conquista da América, em 1492. Esse periodo foi marcado pela influéncia da Eu-
ropa Ocidental sobre as restantes regides do planeta, momento em que as Ciéncias Naturais
demarcaram conexdes como nos campos da Matematica e da Fisica, inserindo mudancas
nos estudos cientificos, que originaram novas formas de pensar sobre o universo - o helio-
centrismo, bem como cdlculos astronémicos estabelecidos pelas novas leis explicativas do
movimento e da rotagao da terra em torno do sol conhecida como leis de Kepler3.

A configuracao do termo fluxao foi primeiramente utilizada por Isaac Newton (1642-
1727), tornando-o o primeiro homem a desenvolver esse estudo, o que marcou a construgao
l6gica e aritmética do calculo. De acordo com Panza (2002), ainda muito jovem, Newton se
apoiou nos trabalhos de varios cientistas e estudiosos do século XVII, conforme comenta o
autor:

Muito trabalho para um estudante que acabara de fazer vinte anos. E, no entanto, se
julgarmos por seus escritos, entre dezembro de 1664 e novembro de 1665, ndo foi o
estudo da filosofia natural que Newton dedicou mais energia, mas a Mateméatica. Ele
leu partes dos Elementos de Euclides, superficialmente. Provavelmente ele também
leu a Opera Matematica de Frangois Viete, o Clavis Mathematicae de William Oughtred,
o Exercitation um mathematicarum de Frans van Schooten e o De ratiociniis in ludo
alae de Huygens, textos entre os mais importantes publicados durante os trinta anos
(mesmo que o primeiro desses textos seja um resumo de tratados escritos entre o
final do século XVI e o inicio do século XVII), mas foi a Geometria de Descartes e a
Arithmetica infinitorum de John Wallis que realmente o fascinou. Foi a leitura desses
dois livros que deu inicio as pesquisas que, em dois anos, fizeram de Newton o maior
matematico de sua época, levando-o a primeira formulacdo da teoria das fluxdes
(Panza, 2002, p. 6, traducdo nossa).

3 As leis do movimento planetario de Kepler séo conhecidas como: lei das orbitas elipticas, lei das areas e lei dos periodos.
Juntas estas explicam como funciona o movimento de qualquer corpo orbitando algum astro massivo, como planetas ou
estrelas.
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Para Smestad (1995) a concepgao de fluxao parte de duas concepgdes concebidas
por Newton. No primeiro momento, o cientista trouxe uma ressignificagao para o método
da fluxdao ao considerar linhas como geradas por pontos em movimento, planos como ge-
rados por linhas em movimento e sélidos como gerados por planos em movimento. O que
estava em movimento, ele chamou de fluentes, e sua velocidade de fluxdes. Dentro de uma
l6gica da Fisica, todo corpo em movimento possui uma velocidade instantanea, indepen-
dentemente de como a velocidade ocorrera, podendo configurar determinadas mudancas,
conforme mostra a figura 1 a seguir.

Figura 1
$ s < &
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De acordo com Soares (2023) o objetivo da utilizagdo do movimento para definir a
fluxao serviu de base para a compreensao desse método, quando Newton o escreveu em
1665. Sua ideia consistia, primeiramente, em elaborar e formular a concepc¢ao do que seria
a fluxdo, a partir do movimento gerado pela particula sobre uma reta. Para isso, propos o
seguinte lema:

Se dois corpos A e B se movem uniformemente y¢, um de a parac, e, g & ¢ e y°outro
de b parad, f, h & cem y® ao mesmo tempo. y" sdo y¢ linhas ac & ce & eg & c e bd &
df & fh & c como suas velocidades p e g. Embora eles ndao se movam uniformemente
ainda sdo ye linhas infinitamente pequenas w a cada momento movimentam suas
velocidades w™" que eles tém enquanto as descrevem. Como se y© o corpo A w' y*
velocidade p descreva y© sua linha infinitamente pequena o em um momento. No y*
momento y¢, o corpo B w'" y¢ velocidade g descrevera y¢ linha og/p. Se p : g, entdo o :
. Assim, y' se y¢ linhas descritas for x & y em um momento, em proxima vez eles serdo
x+0&y+oqg/pemy® (Smestad, 1995, p. 13-14, traducdo nossa).

As formulagGes sobre a ideia da fluxdao recaiam sobre a no¢ao dos infinitesimais. Ao
notar que Newton nao era adepto da teoria dos infinitésimos, ele propds uma mudanca ao
descrever o movimento da particula sobre uma reta fosse finita. Isso o levou a entender que
as fluxdes das quantidades estao na primeira razao de suas partes nascentes e desaparecem
na Ultima parte, por um processo de defluxdao®. As construcdes sobre o estudo das fluxdes
foram consolidadas por Newton quando propds a divulgacao de dois trabalhos: O De Analy-

sis e o De Methodis, conforme ja mencionamos anteriormente.

Dessa forma, o De Analysis € considerado a primeira apresentacao publica da teoria
das fluxdes, uma vez que se “configurou como uma espécie de instant book escrito para
expor alguns de seus resultados referentes a problemas sobre curvas” (Panza, 2010, p. 516).
Esse trabalho de Newton inclui varios exemplos de analises aristotélicas operacionalizadas
por meio do estudo proposto por Viete sobre curvas. A divulgacao do trabalho sobre De

4 Termo usado por Isaac Newton para se referir ao processo inverso da fluxdo, ou seja, a diminuicao gradual da velocidade de
um movimento ou processo.
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Analysis foi significativa para a impressao de familias de curvas algébricas e de certas curvas
transcendentes por meio de equagdes da forma y = ax*bx*+cx, onde A, Y, v sdo expoentes
racionais, tendo o significado de que os membros do lado direito sdo uma soma finita ou
infinita. De acordo com este autor foi possivel aplicar a essas curvas a seguinte regra da
quadratura:

y=ax*>Aly) =; A (y+z) = Aly) + Az),

Em que A(w) denota a area delimitada pela curva da ordenada ortogonal cartesiana
w, que, em termos modernos corresponde a fw(t)dt, supondo que w (0) = 0. Esta é uma
pequena parte da enorme quantidade de resultados que Newton obteve entre 1663 e 1666.
Dessa maneira, foi praticamente na redacao do Tratado de Outubro de 1666 que Newton
realizou um estudo mais relevante sobre curvas envolvendo movimento.

Sendo assim, Newton iniciara uma série de reda¢gdes com o propésito de desenvolver
e explicitar a “generalidade da solucao geométrica para problemas cinematicos de compo-
sicao de movimentos, sustentando que as solucdes algébricas sdo, na verdade, casos parti-
culares” (Calazans, 2014, p.57). O referido tratado, posteriormente, resultou na produg¢do do
De Methodis, no qual, de um total de oito proposi¢des presentes no estudo, as seis primeiras
sao relacionados a composicao do movimento. De modo geral, seus problemas sao refor-
mulacdes ou extensoes dos problemas das tangentes e das areas, os quais foram apreciados
por importantes matematicos da época.

De acordo com Panza (2010) os esforcos de Newton sobre a construcao do De Metho-
dis consistiam em expor uma teoria que envolvia movimento e velocidade, para solucionar
os problemas geométricos; neste trabalho, entdo, introduziu a concepg¢do de cinematica,
em que adverte sobre a reducao de varios problemas matematicos a somente dois proble-
mas gerais:

Mas, antes de tudo, devo observar que todas as dificuldades desse tipo podem ser re-
duzidas aos dois problemas a seguir, que me sejam concedidos propor a respeito do
espaco percorrido por qualquer movimento local acelerado ou retardado como quer
que seja: Dada a distancia do espaco continuamente (isto é, em qualquer tempo),
encontrar a velocidade do movimento em qualquer tempo indicado. Dada a veloci-
dade do movimento continuamente, encontrar o comprimento do espago descrito
em qualquer tempo indicado (Panza, 2010, p. 519).

A esse respeito Panza reitera que na visao newtoniana, esses dois problemas consis-
tem em definir a velocidade de um movimento continuo envolvendo espaco e tempo. Com
isso, percebe-se que, ao descrever o movimento, Newton pressupde que as figuras geomé-
tricas em movimento recebam acréscimos ou decréscimos continuos quando sao descritos.
Assim, ele utiliza o acréscimo ou decréscimo de grandezas no sentindo de incorporar con-
ceitos importantes extraidos de sua notavel experiéncia da interpretacao empirica, como o

tempo e a velocidade. Fundamentado em sua cinematica, ocorre um aumento ou diminui-
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cao de grandezas em determinado tempo, representado por meio da linha ou reta, marcan-
do a existéncia exata da velocidade durante o percurso.

De certa forma, observa-se que quando o “movimento é acelerado ou retardado, as
linhas e os planos recebem acréscimos ou decréscimos de grandeza” (Calazans, 2008, p.32).
Desse modo, Newton comeca a recompor o pensamento sobre essa teoria e comentou que
uma unidade em pontos ou linhas infinitamente pequenas segue a visao dos antigos geo-
metras, que consideravam propor¢oes deste método semelhantes ao uso dos indivisiveis.
Assim, em 1680, em sua Geometria Curvilinea, ele propés uma nova andlise do método flu-
xional na tentativa de evitar os infinitesimais.

Desse modo, o segundo trabalho de Newton, o De Methodis, surgiu em um momento
de criatividade matematica e nele se encontram as mais avangadas técnicas newtonianas
de expansao em série, uma exposi¢dao dos conceitos basicos e regras do método fluxional,
“a aplicacao do método direto de fluxao ao calculo de tangentes e curvaturas e os catdlogos
sistematicos de curvas, que trazem a quadratura das curvas a perfeicao” (Guicciardini, 2009,
p. 341, tradugao nossa). De fato, nas linhas de abertura do De Methodis, ele incorporou e ex-
pandiu o De Analysis apresentando métodos de série por meio de divisdo extensa, extracao
de raizes e resolu¢des abrangidas por meio do estudo de equagdes.

O De Methodis foi reelaborado em 1671 sob o titulo: Tractatus de Methodis Serierum
et Fluxionum (Um Tratado com Método de Séries e Fluxdes). Neste trabalho ndo existe uma
definicdao prépria do conceito de velocidade. Entende-se que ele adquiriu esse conceito de
outros estudiosos e cientistas renomados. Tem-se uma visao interpretativa de que a veloci-
dade seja uma grandeza intensiva, no sentido de que ela s6 pode ser mensurada indireta-
mente por outras grandezas.

Segundo Soares (2023), o trabalho desenvolvido por Newton nao teve uma divulga-
cdo cientifica, e ndo se sabe exatamente os motivos que o levaram a ndo querer divulgar tal
trabalho. No entanto, alguns estudiosos do século XVIII, como George Berkeley (1685-1753),
criticaram a precisao dos calculos concebidos pelo método fluxional. Apds a realizacao do
referido trabalho, Newton buscou divulgar suas pesquisas nas areas de éptica, astronomia,
gravidade e a fluxao, que culminaram com a publica¢do do Principia em 1687. Posterior-
mente, ele foi acometido por uma depressao e, devido a doenca, afastou-se de suas pes-
quisas, passando a residir em Londres. Em 1703, tornou-se presidente da Real Academia de
Ciéncia e ocupou a chefia do setor financeiro da casa moeda, onde permaneceu até o seu
falecimento em 1727.

Na obra do De Methodis de 1671, Newton estruturou sua concepgdo sobre trés con-
ceitos centrais: Quantidade fluente, fluxao e momento. Para Calazans (2008, p. 36) “A quan-
tidade fluente nada mais é do que a propria quantidade espacial descrita pelo movimento”
e ¢ representada pelas linhas, planos e sélidos. Os simbolos utilizados nas equacgoes para
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tais quantidades sao representadas pelas letras finais do alfabeto: v, x, y, e z. Neste caso, as
quantidades fluentes sdo descritas pelo movimento que contém alguma velocidade. As ve-
locidades pelas quais toda fluente é aumentada pelo seu movimento gerador é chamada de
fluxdo e sao representadas por letras pontuadas, , e . Podem também ser empregadas neste
método o uso de constante representadas pelas letras iniciais do alfabeto a, b, c e d. Na ulti-
ma concepc¢ao, os momentos das quantidades fluentes, segundo Guicciardini (2009, p. 230),
sao “as adi¢oes infinitamente pequenas pelas quais essas quantidades aumentam durante
cada intervalo de tempo infinitamente pequeno”, conforme mostra a figura 2 a seguir.

Figura 2: Representacdo do movimento descrito

iy
' -
T

Fonte: Guicciardini (2009).

Sendo assim, considera-se um ponto que flui com velocidade variavel ao longo de
uma reta. Entende-se que a distancia percorrida num determinado instante é a Fluente, a
velocidade adquirida no percurso é a Fluxdo. Newton observou ainda que os momentos
sdo como a velocidade do fluxo (ou seja, as fluxdes). De acordo com Calazans (2008, p. 37)
“se duas quantidades fluentes sao representadas por x e y, 0s seus momentos entrarao nas
equacoes, respectivamente, com os seguintes simbolos: X0 e Yo. Dessa forma, existe uma
multiplicacdo entre a fluxao com o simbolo o (letra grega dmicron). A principal funcao desta
letra grega € marcar a presenca do tempo, a qual é representada pelo infinitamente peque-
no gerado pelo percurso da fluente sobre a reta.

Dessa forma, os momentos sao representados pela fluxao da quantidade fluente e
estao relacionados a multiplicacao pelo marcador tempo. Sendo assim, “se pensarmos a
fluxdo como analoga a velocidade, ao multiplica-la pelo tempo, obteriamos o espaco per-
corrido” (Calazans, 2014, p. 78). Com isso, 0 momento pode ser acrescentado a quantidade
fluente (grandeza espacial), resultando em um aumento dessa quantidade quando sofre na-
quela parcela indefinidamente pequena do tempo. Esses momentos sao representados por
x+x0ey+ yo. Nisto, percebe-se uma semelhanca com a ideia de limite ou do infinitamente
pequeno, que naquela época estava relacionada a nogao de infinitésimos.

Ao realizar de forma sistematica uma construcao notdria sobre a fluxao, Newton ape-
sar de tecer os primeiros conceitos e regras sobre o método fluxional, tornou-se o primeiro
arealizar um trabalho voltado para o desenvolvimento do calculo diferencial e integral. Seu
trabalho ndo aparece nos livros de calculo, pois coube a Leibniz, em 1673, desenvolver e di-
vulgar um trabalho referente a derivada e integral envolvendo o estudo sobre curvas e retas
tangentes. Essa discussao a respeito de temas conectados ao estudo do calculo marcou um
embate entre esses dois notaveis cientistas naquele século.

O trabalho sobre fluxao s6 foi publicado oficialmente ap6s a morte de Newton. As-
sim, coube a Conduit publicar em 1736 um trabalho sobre o método da fluxao sob o titulo:
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The Method fluxions and infinite séries (O método das fluxdes e séries infinitas), com as mes-
mas caracteristicas da primeira versao, escrita em 1671. Nesse trabalho, Newton afirmou
que deve haver “velocidades comparativas de aumento e diminuigao, durante tais geracdes,
cujas relacOes sdo fixas e determindveis, e podem, portanto (problematicamente), ser pro-
postas para serem encontradas” (Newton, 1736, p.11, traducao nossa). Um aprofundamen-
to sobre essa tematica sé foi possivel quando Maclaurin, discipulo de Newton, realizou um
magnifico trabalho sobre o Tratado das Fluxdes, publicado em 1742.

GENESE DO METODO FLUXIONAL NA CONCEPCAO DE MACLAURIN

A concepcao do termo fluxdo adotada por Maclaurin buscou responder as criticas,
especialmente as de George Berkley, em relacao aos calculos realizados através do método
fluxional desenvolvido por Newton. O estudo realizado por Maclaurin superou as expectati-
vas dos criticos intelectuais ao propor uma nova analise das fluxdes, sem perder de vista as
principais caracteristicas idealizadas por Newton ao conceber o conceito de fluxdao em seus
trabalhos relacionados a Fisica e o Principia, publicado em 1687.

A principal caracteristica idealizada por Maclaurin centrava-se em nao envolver a in-
dependéncia dos infinitesimais. Para reescrever essa obra, ele seguiu as ideias adotadas por
Robins (1707-1751) e organizou seu tratado em duas partes principais. A primeira buscava
explicar a veracidade da nog¢do de fluxao, conforme denotada por Isaac Newton em seu livro
que tratava do método das fluxdes e dos estudos sobre séries infinitas, partindo do pressu-
posto de que nao ha dificuldade em conceber velocidade onde quer que haja movimento.
As quantidades geradas pelo movimento e suas velocidades sao utilizadas como uma fer-
ramenta basica e indefinida, direcionadas pela ideia de fluxao, concretizada por meio do
percurso envolvendo Movimento Uniforme.

A proposta realizada por Maclaurin, a priori, buscou dar mais notoriedade ao traba-
lho de Newton sobre o método fluxional. Ao adotar o Movimento Uniforme em seus méto-
dos empiricos referente ao percurso da particula sobre a reta, ele prop0s que a velocidade,
que era indefinida por Newton, age de forma constante em seus movimentos sobre a reta,
o plano e os solidos. A quantidade gerada em seu processo continuo formaliza uma nova
compreensao do método fluxional e de seus principios fundamentais para a construcao do
calculo infinitesimal no século XVIIL.

Sendo assim, Maclaurin formalizou um estudo sobre o Tratado das Fluxdes, publi-
cado em dois volumes, em 1742, Este trabalho tem como objetivo mostrar que o célculo
proposto por Newton esta mais relacionado a ideia de quadratura de uma curva do que ao
estudo dos infinitesimais. A esse respeito, Rezende (2003, p. 202) adverte que “Newton assu-
me a nogao de velocidade como elemento fundamental do seu célculo fluxional: uma quan-
tidade varidvel se constitui, portanto, através do movimento continuo de pontos, linhas e
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planos, e ndo como uma cole¢ao de elementos infinitesimais” O trabalho idealizado por
Maclaurin rendeu construcdes e projeces que alcancaram os principais criticos, sanando
as davidas inerentes ao método fuxional.

O trabalho publicado sobre o Tratado das Fluxdes em 1742, é um conjunto de no-
vos e antigos resultados baseados em uma axiomatizacao e um rigor que busca eliminar
as ambiguidades e polémicas. O objetivo da divulgacdo deste trabalho tratava inicialmente
de uma resposta baseada em uma axiomatica, com alguns resultados demonstrados, que
evoluiram para uma apresentacdo mais sistematica e ampla do calculo newtoniano que fo-
ram imprescindiveis para o progresso da Fisica e da Matematica no século XVIII. Reiteramos
que a obra sobre o Tratado das Fluxdes foi estruturada em dois livros, os quais possuem
uma base sistematica para a construcao e compreensao do estudo envolvendo derivada e
integral, cuja tema sdao abordados na disciplina de célculo diferencial e integral no Ensino
Superior (Soares, 2023).

Quanto a caracterizacao e a abordagem, esses dois livros trazem uma compreensao
tedrica e demonstrativa a respeito do estudo sobre as fluxdes e a fluente. O primeiro livro di-
reciona seu olhar através da inspiracao geométrica, ou seja, traduz todos os problemas para
a linguagem da geometria, oferece definicdes implementando figuras geométricas. Maclau-
rin se apresenta como defensor da axiomatizacao dedutiva, cujas demonstra¢des sao for-
necidas por meio do método conhecido como dupla reducado ao absurdo. O segundo livro
é um tratamento algébrico com métodos, regras, principios e resolu¢des apresentados aos
problemas relativos ao primeiro livro, fornecendo mecanismos vidveis para uma interpre-
tacao coerente e demonstrativa dos métodos de fluxao e fluente na concretizacao de seus
calculos algébricos (Soares, 2023).

Assim, embora os matematicos continentais do século XVIIl ndo dessem tanto crédi-
to aos fundamentos, eles ainda apreciavam o Tratado das Fluxdes, pois podiam explora-lo
em busca de resultados e técnicas para resolver problemas e cdlculos relacionados a qua-
dradura da parabola, bem como outros resultados que auxiliavam na precisao dos calculos
de areas varridos por uma curva, além de obtencao de volumes de sélidos geométricos e
de revolugdes em torno do eixo de movimentacao fluxional. Desse modo, o trabalho de Ma-
claurin teve influéncia continental, mas com uma exce¢do importante: sua base geométri-
ca para o calculo. Dominar essa caracterizagdo com novo olhar para o célculo, fornece um
mecanismo de aprendizagem essencial para o estudante da disciplina de calculo que sera
um futuro professor, ao buscar direcionar seus estudos sobre derivada, fundamentados na
nogao de fluxao, e sobre a integral, com base na noc¢do de fluente.
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FUNDAMENTOS DO METODO FLUXIONAL NA FORMALIZACAO DO
ESTUDO DE DERIVADA

Maclaurin (1742) formaliza a nogao de fluxdao seguindo o método direcionador de
Newton. Ao tratar deste conteldo, foi necessario implementar principios e postulados que
pudessem explicar de forma nitida a existéncia real deste método, ao considerar o ponto
como um termo limite de uma linha, e 0 momento como um termo limite do tempo. Ao
estruturar essa ideia, o método demonstrativo inventado por Maclaurin se mostra coerente
e compreensivel, facilitando o entendimento para aqueles que buscam estuda-lo, principal-
mente o publico a quem este tratado se destina.

Com esse intuito Maclaurin se baseia nos antigos gedmetras como Arquimedes e
Euclides quando utiliza a sua geometria, bem como no préprio trabalho sobre curvas uni-
versais publicado em 1620. Tal como descreveu Newton, Maclaurin argumentava que seu
método estava amparado em duas regras gerais: 0 método direto, quando as quantidades ge-
radas sao sempre iguais a cada uma, os movimentos geradores devem ser sempre iguais; e
o método inverso, quando os movimentos geradores sao sempre iguais entre si, as quanti-
dades geradas ao mesmo tempo devem ser sempre iguais.

Desse modo, vale destacar dois principios no Tratado das Fluxdes: o primeiro aparece
quando a quantidade gerada pelo fluxo é chamada de Fluente. Isto ocorre porque as quan-
tidades deveriam ser aumentadas, diminuidas ou totalmente geradas pelo movimento, ou
por um fluxo continuo andlogo a ele. O segundo, que é a velocidade com que uma quanti-
dade flui, em qualquer periodo do tempo em que deve ser gerada, é chamada de Fluxdo,
que pode sempre ser medida pelo acréscimo ou decréscimo gerado em um dado momento
por esse movimento, desde que seja continuamente uniforme a partir desse periodo, sem
qualquer aceleracao ou retardamento. Pode ser ajustado pela quantidade gerada em um
determinado tempo que é igual ao movimento gerador naquele periodo.

A definicdo de movimento adotada por Maclaurin é bem semelhante a utilizada por
Newton e préxima a de Berkley em sua obra O Analista, publicada em 1734. A interpretacao
de Maclaurin tornou essa teoria mais consistente ao recusar considerar o tempo ou espago
como indivisiveis. Para ele, o tempo e espac¢o sao dados geométricos, a velocidade é consi-
derada como uma relagdo entre espaco e tempo, sendo a proporcao do espacgo percorrido
durante um determinado tempo parte integrante do campo da geometria. Com isso, enten-
de-se que velocidade de um movimento uniforme é:

Medida pelo espaco que é percorrido em um determinado tempo. Se a acdo da gran-
deza varia, sua acdo em cada periodo de tempo ndo é medida pelo efeito que efeti-
vamente produz apés cada periodo, mas pelo efeito que teria produzido se sua agédo
tivesse continuado uniformemente ap6s esse periodo; da mesma forma, a velocida-
de de um movimento varidvel, em cada periodo de tempo dado, ndo é medida pelo
espaco que é realmente percorrido apds esse periodo em um determinado tempo,
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porém pelo espaco que teria sido percorrido se 0 movimento tivesse continuado uni-
formemente ap0s este tempo (Maclaurin, 1749b, vol. I. p. 4-5, tradug¢do nossa).
Desse modo, Maclaurin propde uma definicao de velocidade em um ponto comple-
tamente livre da estrutura das primeiras e UGltimas razGes ou infinitesimais, evitando assim
as criticas e os métodos funcionais ao uso da velocidade defendida por Newton quando
desenvolveu os fundamentos que sustentam a base dos estudos e da utilidade da fluxao na
area da Fisica e da Matematica. Para Maclaurin, a velocidade adquirida pela particula em
uma trajetéria reta ocorre sempre com movimento uniforme e é representada por razdes de
quantidade finita. A ideia proposta que o diferencia da abordagem newtoniana, considera
a velocidade nesse percurso, a qual possui um movimento constante na trajetéria. Essa ca-
racterizacao conceitual da fluxao, proposta por Maclaurin, serve de base construtiva para
corrigir os erros direcionados pelos principais criticos de sua época e para reformulacao
desse tema, publicada em 1736, envolvendo a velocidade de um percurso na forma de uma
linha ou reta.

Assim, ao detalhar esse método direto, Maclaurin (1742), seguindo as orientacdes e
os trabalhos realizados por Newton, representou as quantidades variaveis ou fluentes, pelas
letras finais do alfabeto, como x, y, z; suas primeiras fluxdes pelas mesmas letras pontuadas
uma vez, através de I, ¥ e Z; suas segundas fluxdes pelas mesmas letras pontuadas duas
vezes, como por I, § e Z; a terceira fluxdes pelas letras pontuadas trés vezes, como por #,
y'e z e assim por diante. O nimero de pontos serve para mostrar a ordem da fluxdo em re-
lacdo a primeira fluente; e a diferenga desses nimeros mostra qual é a fluxao de ordem que
as procedem, como por i, J e 2" é a primeira fluxdo de ¥, mas a segunda flux3o de 9. A esse
respeito Maclaurin, menciona que:

O Sr. Leibniz representou as diferencas infinitamente pequenas de x, v, z, por dx, dy,
dz; suas segundas diferengas por ddx, ddy, ddz; e suas diferencas infinitesimais de
qualguerordem n, pord"x, d"y, d"z. O simbolo, ou dx, expressa a fluxdo de x geralmen-
te, sem determinar se deve ser considerado positivo ou negativo, isto é, se x aumenta
ou.diminui em relacdo aos outros fluentes. Quantidades invariaveis séo representa-
das pelas primeiras letras do alfabeto, como a, b, ¢, etc. Estas ndo tém fluxdes; e da
mesma maneira, quando qualquer fluxdo é supostamente constante, sua fluxdo de-
saparece. Sir Isaac Newton compreendeu a maioria das regras do método direto em
uma proposicdo geral; mas é mais comum representa-los separadamente e pode ser
Util passar gradualmente dos casos simples para os mais complexos (Maclaurin, 1742,
p. 591-592, tradugdo nossa).

Nesse sentido, observa-se que a ideia de fluxao esta relacionada a velocidade da par-
ticula, corpo ou figura nesse processo continuo gerado pela quantidade com a presenca do
tempo, o que pode ser denominada de derivada. Portanto, Maclaurin estabelece que os fun-
damentos do estudo relacionado ao célculo infinitesimal, proposto por Newton, estao mais
préximos da ideia de fluxao, envolvendo o estudo de quadratura da curva, explorado por
meio dos conteldos sobre séries infinitas e de poténcias. Desse modo, a obra de Maclaurin
(1742) é, de certa forma, mais abrangente que o trabalho desenvolvido por Newton (1736),
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pois menciona este método das fluxdes de forma mais sistematizada ao fazer uso do méto-
do algébrico com varidveis destacando suas propriedades, métodos, técnicas e aplicacdes,
que sao viaveis para o estudo do calculo diferencial e integral, conforme abordado nos livros
de calculo no Ensino Superior.

Assim, as fluxdes sao responsaveis pelos processos de derivacao, os quais estao re-
lacionados a disciplina de calculo diferencial e integral, embora ndo aparecam nos livros de
calculo no Ensino Superior. Dessa maneira, os estudos oriundos do processo de derivagao
abordados sobre este método, em seus processos geradores de quantidades, buscarao con-
figurar uma representacao do termo geral de derivada, bem como suas propriedades, méto-
dos, regras e demonstracoes, os quais caracterizarao um novo método de analise conceitual
envolvendo esta tematica (Mendes e Soares, 2022).

O METODO FLUXIONAL NA REPRESENTACAO DE UM TERMO GERAL
DA DERIVADA

Aideia de fluxdo, que caracteriza uma nogao seminal de derivada, foi analisada sem
se levar em consideracdao o modo de definir derivada com base no uso direto do conceito
de limite de uma fun¢ao, conforme apresentam a maioria dos livros de calculo. O propésito
pelo qual esse método foi inicialmente estruturado pressupde um movimento de quantida-
des geradas com o deslocamento de um objeto/particula/figura realizadas por meio do mo-
vimento uniforme no decorrer do tempo. Assim, Maclaurin (1742, p. 59) estabeleceu quatro
axiomas que foram fundamentais para o estudo desse método:

Axioma I: O espaco descrito por um movimento acelerado é maior do que o espaco
que teria sido descrito no mesmo tempo, pois 0 movimento ndo havia sido acelerado,
mas continuava uniforme desde o inicio do tempo.

Axioma II: O espago descrito por um movimento enquanto ele é acelerado, € menor
do que o espaco que é descrito em um tempo igual pelo movimento que é adquirido
por aquela aceleracdo continuada uniformemente.

Axioma IlI: O espago descrito por um movimento retardado é menor do que o espago
que teria sido descrito no mesmo tempo, se 0 movimento ndo tivesse sido retardado,
mas continuasse uniforme desde o inicio do tempo.

Axioma IV: O espaco descrito por um movimento enquanto ele é retardado é maior
do que o espaco que é descrito em um tempo igual pelo movimento que permanece
apoés esse retardamento, continuamente uniforme (Ibid., p. 59, traducéo nossa).

A composicao desses axiomas foi bastante elucidativa, favorecendo a argumentacgao
de Maclaurin na proposicao de teoremas, lemas e outras proposi¢des, com vistas a propor-
cionar uma compreensao mais adequada dos estudos relacionados a fluxao, quando conec-
tados ao estudo de derivada. Isso é representado por meio da compreensao e determinagao
da velocidade da particula sobre a reta perpassando, assim, uma configura¢ao ao plano
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das figuras e dos sélidos geométricos. Maclaurin buscou decifrar as quantidades geradas ao
considerar os acréscimos e os decréscimos sucessivos para o desenvolvimento dos calculos
fluxionais.

Dessa forma, Maclaurin (1742) assevera que as fluxdes das quantidades devem, por-
tanto, compreender quaisquer medidas de suas taxas repetitivas de aumento ou diminui-
¢ao, a medida que variam (ou fluem) conjuntamente. Nesse contexto, a fim de decifrar essa
ideia, Maclaurin prop&s que o problema central consistia no seguinte: Dada a relagéo das
quantidades fluentes, encontrar a relagdo entre suas fluxdes, e reciprocamente. O método de
Newton aplicado ay = x" determina a formula da fluxdo enésima conforme descrito a seguir:

Se 0 é um “intervalo de tempo infinitamente pequeno”, zo + Yo sdo os crescimentos
infinitesimais pequenos de x e de y. Substituindo y + Yoex+iona relacdo (entre as quanti-
dades fluentes) y = x" obtém-se: y + Yo = (x + zo)"

y+yo= x" +nx" ko + n_(nz—l) x”‘z(bco)z + .-
Substituindo-se y = x" e cancelando, tem-se:

n(n-1) xn—Z ('xO)Z + o

x"+yo=x"+nx""1x0 +
. 1 . -1 _2 ,
yo=nx""1xo +Wx” 2(x0)*
Agora, dividindo por o, a série, obtém-se:

1 . n(n-1 _2 .
nx" 1x+(T)x" 2%0 + -

Sendo assim, conclui-se:

n(n-1)

v=nx""1x+ x"2%0 + -

n-1..

Newton elimina todos os termos que contém o como fator para obter: y = nx"~"x

Dessa forma, Newton nao calculava a fluxao de uma quantidade isoladamente, mas
sim a razao entre duas fluxdes. Ele formalizou esse método utilizando adequadamente as
nogoes das primeiras e Ultimas razdes. Para ilustrar seu método, Newton apresentou um
caso algébrico, apos ter discutido alguns procedimentos de limite geométrico semelhantes
aos que ele desenvolveu em geometria curvilinea e no Principia.

Com esse resultado, Guicciardini (2009) observa que o aumento o é finito e que o

(x40)t—x™

calculo visa determinar o limite da razao a medida que o tende a zero. O limite

0
¢ alcancado precisamente quando as duas quantidades desaparecem simultaneamente.

Com isso, nao se trata de um limite calculado quando as quantidades diferem de zero por
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uma quantidade infinitesimal. O processo descrito anteriormente equivale, de fato, ao cal-
culo da derivada enésima conforme mencionam os livros de calculo:

von o AR —f(x)
reg=im———

A ideia proposta por Newton em seus calculos, conforme mencionamos anterior-
mente, ndao possuia uma definicao formal de limite, embora seus trabalhos ja revelassem

uma nocao de limite, que s6 se tornou amplamente reconhecida no século XIX.

A analise interpretativa para a compreensao e caracterizacao do termo geral y = x"
envolvendo o estudo sobre fluxdo desenvolvido por Maclaurin, ndo segue o mesmo critério
proposto por Newton ao ser apresentado em sua obra sobre o Método Fluxional, publicado
em 1736. Baseado na relacao das quantidades fluentes e na busca por encontrar a relacao
entre suas fluxoes, seu foco estava centrado em determinar de forma coerente a quantidade
gerada adequadamente a partir dos aumentos ou diminuicao sucessivos dos termos. Sendo
assim, a formulagao da relagdo do termo geral y = x" e expressa através de uma proposicao:
A “fluxao da raiz A sendo considerado igual g, a fluxao da poténcia x" serd nax™*” (Maclaurin,
1742, p. 172).

Segundo Mendes e Soares (2023) Maclaurin utiliza o método de reducao ao absur-
do para chegar a esse resultado, diferenciando-se do método proposto por Newton. Para
Bruneau (2005), esse resultado sé serd possivel quando se utilizarem os acréscimos suces-
sivos de x", que sao representados por x" - (x - u)" e (x + u)" - x", onde u é um acréscimo de
A, e sdo crescentes, conforme mostram os artigos 709 e 710. Assim, usando a axiomatica dos
artigos 703-705, a fluxdo de x" se situa entre essas duas diferencas. Para abordar o assunto
utilizaremos a representacao Fl (fluxao). Primeiramente, ele assume que Fl (x") > nax™. Seja
r positivo tal que FL (x") = nax™ + r. Seja k um acréscimo positivo tal que

a _ na(x+k)*?

n—1 T
k = ’x”‘l +——x
na
nu(x+k)* 1

Portanto, na(x+k)™*=nax™*+r=FL(x"). Sejau tal que u<k. Entdao,como 7 =
assumindo que Fl (x) = u, temos que Fl (xn) = nu(x+k)n-1. Sabendo que nu(x+k)n-1> nu(x+u)
n-1>(x+u)"-x", 0 que gera uma contradicao pelo fato de que FL (x") < (x + u)"-x". Logo, a Fl
(x") < nax™.

No segundo momento, ele assume que a Fl (x") < nax™*. Sabendo que a Fl (x") = nax"™*

-r,onde r é positivo e k é um decréscimo. Logo, na(x-k)™* = nax™ - r = FI(x").

. ~ k n-1
Seja u tal que u > k. Entdo, como &= M+
u  nu(x+k)"1

que Fl(xn) = nu(x-k)n-1. Sabendo que nu(x-k)n-1 < nu(x-u)n-1<xn - (x - u)", 0 que gera uma

assumindo que Fl (x) = u, temos
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contradi¢do, pois a Fl (x") > x" - (x - u)". De acordo com o art.705, a conclusao é que nao pode
ser maior e nem menor, mas igual, de forma que a Fl (x") = nax™*.

Portanto, os principios e métodos propostos por Maclaurin podem subsidiar o enten-
dimento sobre aideia de derivada, uma vez que este autor define inicialmente como sendo a
velocidade com que uma quantidade flui numa particula com movimento uniforme e sobre
a nogdo de integral, ao focar na descricao do espaco ou area direcionada pela trajetéria da
curva. Assim, a fluxdo, interpretada como a representacdo da velocidade, consiste em uma
compreensao do que seja a derivada, que, em outras palavras, é o momento em que a curva
se torna reta para a funcdao num determinado ponto ou momento em que a quantidade ge-
rada (velocidade) é obtida num determinado acréscimo ou decréscimo de uma particula. As
técnicas empregadas sobre esta proposta para entender fluxao enésima (x") torna possivel a
compreensao da derivada enésima, suas propriedades, formulas e resolucdes.

O METODO FLUXIONAL E SUAS IDENTIDADES,
METODOS E RESOLUCOES

No que se refere ao método fluxional e suas identidades, métodos e resolugdes, Maclau-
rin propds uma sistematizacao conceitual para explicar a expressao da derivada e integral,
bem como o uso de propriedades, identidades e regras contendo métodos, férmulas e de-
monstracdes que contribuiram com estudos tedricos relacionados ao calculo diferencial e
integral. Para Maclaurin (1742), a flexibilidade do estudo relativo ao método fluxional ocorre
pelo uso de operagdes algébricas, como adicao (+), Subtracao (-), Multiplicacao (x) e divisao
(/) e pela explicacao do uso de nimeros negativos e imaginarios. Esse fato acontece quando
a fluxao é formada pelos acréscimos (positivo) ou decréscimos (negativo) de quantidades
geradas no processo.

Com isso, o teor algébrico utilizado neste processo de interpretacao é obtido quando
a letra é representada pela quantidade gerada pelo movimento no processo fluxional. Para
Maclaurin, as evidéncias do método sé se tornam significativos quando se emprega uma
quantidade numérica de simbolos, que tem por objetivo subsidiar os principios, proposi-
cOes e suas demonstracdes. Assim, a fim de evitar quaisquer suspeitas ao descrever o mé-
todo da fluxao de uma maneira que pudesse representar os teoremas objetivamente, sem
sinais ou caracteres particulares, busca-se uma compreensao mais concisa de seu contexto
de interpretacao e da concretizacao dos resultados (Soares, 2023).

Segundo Maclaurin (1742), ao discorrer sobre estes principios e regras que embasam
determinadas propriedades envolvendo o estudo da fluxao, observa-se o recurso utilizado
sobre o tratamento de grandezas geométricas, as quais sao concebidas para serem geradas
pelo movimento. Este método fluxional se apropria de algumas vantagens ao comparar as
taxas de aumento ou diminuicao de forma natural e concisa. Dessa forma, a teoria atribuida
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a esse método nos proporciona uma melhor compreensdo sobre o real significado do méto-
do fluxional, que pode ser designada ao estudo sobre derivadas, bem como as identidades e
técnicas de calculo que orientam caminhos importantes para o ensino de calculo diferencial
e integral nos cursos de licenciatura em Matematica.

Segundo Smestad (1995) a determinac¢do da fluxao de x" proposta por Maclaurin
(1742) em seu tratado, estabelece um método de abordagem diferente do que foi apresen-
tado no estilo newtoniano, que envolvia o estudo de curvas e séries. Maclaurin ndo se utiliza
daideia de polindmios para concluir seus resultados, mas emprega o método de reductio ad
absurdum (reducao ao absurdo) para provar as proposi¢des que garantam o resultado da
fluxao, por meio de argumentos os quais fundamentam essa teoria conforme ja calculado
anteriormente. Detalharemos de forma breve como Maclaurin chegou ao resultado de algu-
mas identidades, regras e propriedades do método fluxional. Mesmo ao utilizar férmulas e
propriedades operacionais em seus calculos de adi¢ao, subtracao, multiplicacao e divisao,
ele também incluiu cdlculos inerentes ao método fluxional, como fun¢des exponenciais e
logaritmicas.

Para Mendes (2021), o trabalho realizado por Maclaurin sobre o tratado das fluxdes
€ um exemplo de criatividade fundamental para o desenvolvimento das constru¢oes do
calculo diferencial e integral. Ao estudar o método fluxional, é possivel entender como as
construgoes logicas do cdlculo oferecem ressignificacdes consistentes para compreensao
das nog¢des que norteiam o entendimento da ideia de derivada, seus métodos, regras e reso-
lugdes. A esse respeito apresentamos a seguir as principais regras, métodos e propriedades
envolvendo as operacoes basicas da Matematica através do uso da fluxao desenvolvida por
Maclaurin:

Regra 1: A soma e a subtracao da fluente é igual a soma e a subtragdo das fluxdes.
Nesse sentido, a fluxdo de x +y -z é & + ¥ + 2. Como exemplo, Maclaurin utiliza A flux3o de
ax+by-czéar+ b¥ + cZ, onde a, b e ¢ s30 constantes.

Regra 2: A fluxao de um produto de quaisquer duas fluentes é a soma de varios pro-
dutos quando a fluxao de cada fator é multiplicada pelo outro fator. Dessa forma, a fluxao de
xy é xy + xY. Esta regra é conhecida como regra do produto.

Newton, ao tentar explicar o calculo notdvel do produto do retangulo A.B, o que trou-
xe muita reflexao sobre os acréscimos necessarios para encontrar a area do retangulo, con-
forme mostra a figura 3 a seguir.
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Figura 3: Produto Fluxional AB

b bA ab
B AB aB
A a

Ao realizar uma analise interpretativa do calculo de area realizado por Newton, tem-
-se: A=(A+a) (B+b) - AB=Ab +aB +ab, onde ab representa o acréscimo da expressao, o que
levou a muitos estudiosos a questionarem seus calculos. Para tentar relacionar de forma
coerente os seus calculos, Maclaurin fornece uma nova interpretacao para o produto flucio-
nal entre duas fluentes x.v. Ele parte do mesmo principio da determinacao da quantidade
gerada e dos acréscimos ou decréscimos sucessivos. Assim, entende-se:

Supondo que as fluxdes de x e y sejam iguais e, respectivamente, a fluxao de x +y
serdigual  +¥. Desse modo, a fluxdo de (x + )2, ouxx + 2xy +yy, serd 2. (x +y) . (T +Y) ou 2x&
+ 2xy + 2yT + 2y, de acordo com a proposicdo 1: Supondo-se que a fluxdo da raiz A seja
igual a a, a fluxdo do Quadrado AA serd igual a 2A x a ou 2Aa presente no segundo livro sobre
o Tratado das Fluxdes. A fluxao de xx + yy é 2xx + 2y, da mesma forma, consequentemente,
aflux3o de 2xy é 2xY + 2y . Logo, a fluxdo de xy serd xJ + yi , ou seja, xy = Ty +x¥ (férmula da
regra do produto entre duas fluxdes). A férmula encontrada para a regra do produto entre
duas fluxdes tem semelhanga com a regra do produto envolvendo derivada entre duas fun-
¢Oes, conforme apresentada em notacao moderna nos cursos de calculo do Ensino Superior.

Regra 3: A fluxao de qualquer fracao é encontrada multiplicando a fluxdo do nume-
rador pelo denominador, subtraindo o produto da fluxdao do denominador multiplicado
pelo numerador, e dividindo o restante pelo quadrado do denominador. Neste caso, com-

reende-se que: a fluxdo da fracdo = é 22 Esta regra é chamada de regra do quociente.
y y

Para demonstrar a fluxdo de quaisquer fragao, Maclaurin utiliza a regra do produto
entre duas fluentes. Para isso, ele faz uso de uma proposicao ao fundamentar-se no produto
envolvendo varios fatores. Desse modo, Maclaurin (1742) ao supor que P seja o produto dos
fatores A, B, C, D, E, etc., (ou P = ABCDE, etc.), a fluxao de P, A, B, C, D, E, etc., sera respecti-

vamente igualap, g, b, ¢, d, e, etc., e p/P serd iguala p = % + g + g + % + % etc., utilizando
essa proposicao, ele deduz a formula da fluxao entre o quociente de dois valores algébricos.

Assim, seja P = xy, e a fluxdo de P for p, entdo p = &y +x¥, e dividindo por P, ou xy, en-
—xy;xy =+ %.seQ:x/y,eqfora fluxsode Q,entdo Qy=x, L + ¥ — L ou;
Q

contramos% =
y X
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1_I_2Y¢ consequentemente g = 9 _ 2 -

X Xy _ Xy—xy _ Ry—xy
Q x y x y Y  yy Yy

2

(regra do

quociente entre duas fluentes). Isso também é valido quando qualquer uma das quantida-
des diminuem, sendo a fluxdao considerada negativa. A férmula que gera a regra do quocien-
te.

Regra 4: A fluxao de uma poténcia de qualquer expoente invaridvel é encontrada
multiplicando pelo expoente, subtraindo uma unidade no indice da poténcia e multiplican-
do pela fluxao da raiz. Isso pode ser representado da seguinte forma: A fluxao da poténcia x
serd nxx™, sendo x e sua fluxdo x. Como exemplo, o autor utiliza as respectivas fluxdes de x?,
X3, x*, etc. e sd0 2x* 1.1 ou 2xT, 3x*1. ou 3x2x, 4x*1.T ou 4x3, etc. Esta regra recebe o nome de
Regra da Cadeia ou fluxao enésima da poténcia. Desta regra, derivam outras propriedades
importante no processo fluxional:

Propriedade 1: A fluxao de uma poténcia de qualquer expoente fracionario invariavel
é determinada multiplicando-se pelo expoente, subtraindo uma unidade no indice da po-

téncia, e multiplicando-se pela fluxao da expressao algébrica. Dessa propriedade, obtém-

m m f— ,
-se: Afluxdode é x= é %xﬁ‘l. Como exemplo, Maclaurin busca encontrar a fluxao deyx ou é

1.1 1_1_ 1 L. X x . ~ . yo
x2é-x3" x=-x"2x=—=7—-. Esta regra consiste na fluxao da raiz enésima.
2x2

Propriedade 2: A inversa da fluxdo da poténcia x" segue 0 mesmo raciocinio da regra

-nx
xTH—l

4, sendo a poténcia inversa 1/x"ou x™, cuja fluxdo sera -n.x"%.x ou Para esta proprie-

dade, tem-se os seguintes exemplos: a fluxao de 1/x ou x*, 1/x*ou x?, ou 1/x3 x3, sdo respec-
tivamente

. —x . —3x
-1xtx ou —, -2x*'x. ou
X

4

-2X
3 X

,-3x3 xou

X
Propriedade 3: Se os fatores forem supostos iguais entre si, e seu nimero for igual a
n,quando P =x". Sabendo que suas grandezas geradoras sdo proporcionais aos fluxos. Logo,

P . .~ ~
encontramos que % = 2= p = =2 =nx"%, de acordo com a Proposicdo Il, gera a fluxdo da
X

x

poténcia enésima.

METODOS FLUXIONAIS ENVOLVENDO A EXPONENCIAL E O
LOGARITMO

Existem contelidos na area da Matematica que sao imprescindiveis para o estudo das
fluxdes. Dois desses conteldos, apresentados por Maclaurin no seu Tratado das Fluxdes,
sao mencionados pelo autor: A exponencial e o logaritmo. Ambos podem ser expressos na
forma proporcional envolvendo o uso de progressoes aritméticas e geométricas, pois po-
dem ser comparados para a obtencao dos resultados numa razao continua. Para Maclaurin
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(1742), os logaritmos foram inventados para facilitar calculos em aritmética e trigonometria
por John Napier (1550-1617), e desde entdo tém sido considerados de grande utilidade na
geometria superior, particularmente no método das fluxdes.

Inicialmente, Maclaurin (1742), fundamentado em seu trabalho sobre fluxdes, apre-
senta uma abordagem sobre os estudos de logaritmos concebido a partir da ideia de que
uma linha aumenta igualmente quando o ponto que a descreve se move sobre espacos
iguais em tempos iguais. Para ele, considerando A partindo sobre a reta que a descreve pelo
fluxo ou movimento de P, ao fluir de A para C no primeiro momento (ou em qualquer parte
do tempo de C para D, no segundo momento, de D para E, no terceiro) e assim sucessiva-
mente descrevendo sempre em partes iguais AC, CD, DE, EF, etc., em tempos iguais. Seguin-
do o mesmo raciocinio, tem-se que a reta diminui proporcionalmente quando o ponto que
descreve as partes em tempos iguais sempre estdao na mesma razao constante nas retas das
quais sao subdividas, ou para as distancias desse ponto no inicio desse tempo a partir de um
determinado termo na linha, conforme mostra a Figura 4 a seguir:

Figura 4: Linha proporcional dos logaritmos

A C D E F B

a n c dc__fm.g o Q@ R s

Fonte: Maclaurin (1742)

Sendo assim, seguindo as regras vidveis de proporcionalidade mencionadas pelo uso
do método fluxional de Maclaurin, obtém-se mecanismo notaveis para encontrar a razao:

Seja a razdo de QR para QS qualquer razdo dada; com isso, ac esta para ao, cd para
co, de para do, ef para eo, fg para fo, &c. sempre na mesma proporc¢ao invariavel de
QR para QS. Suponha que o ponto p parta de a, descrevendo ac, cd, de, ef, fg, &c.
em partes iguais do tempo; e que o espaco descrito por p em qualquer tempo dado
esteja sempre na mesma razao da distancia de p de o no inicio desse tempo. Entdo,
diz-se que a linha direita po diminui proporcionalmente. E evidente que os segmen-
tos ao, co, do, eo, fo, &c. ou as distancias do ponto p de o em intervalos de tempo
sucessivos iguais, estdo em uma progressao geométrica continua (Maclaurin, 1742, p.
159, traducdo nossa).

Para isso, a presenca da razdo com base no uso proporcional nos permite comparar
progressoes aritméticas e geométrica, a fim de encontrar os respectivos logaritmos, seguin-
do a légica da razao. Assim, supondo um movimento uniforme do ponto P ao descrever a
linha AB é igual ao movimento com que p parte de a ao descrever a linha ago. Entao, tem-se
que a linha AP que é descrita por P com o movimento uniforme, tendo ao mesmo tempo ao
decrescendo proporcionalmente, torna-se igual a op, que é o seu logaritmo. Desse modo,
AC, AD, AE, AF, etc., sdo os logaritmos de oc, od, oe, of, etc., respectivamente, e oa é a quan-

tidade cujo logaritmo é supostamente igual a zero.
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Da mesma forma, Maclaurin (1742) formaliza sua ideia sobre o que seja o logaritmo
em termos fluxionais, quando sup0e que a reta ao aumente proporcionalmente. Ao mover o
ponto p ao longo da reta de modo que ao produza, além de o, e em quaisquer tempos iguais,
0s espacos descritos sejam proporcionais as suas distancias iniciando-se em o em cada
tempo, de forma que os aumentos ac, cd, de, ef, etc., possa ser descrito proporcionalmente
quando ac estd para ao, cd para co, de para do, ef para eo, etc, estejam sempre na mesma
razao invariavel. Levando em consideracdo a razao e a forma continua proporcionalidade
das retas. Quando o ponto p se move de a para o, op diminui proporcionalmente, e 0 movi-
mento de p é continuamente decrescente, pois os espacos descritos por ele em quaisquer
igualdades de tempo, diminuem, neste caso, na mesma proporc¢ao que op diminui.

Para isso, Maclaurin (1742, p. 175, traducao nossa) entende que o logaritmo de qual-
quer quantidade no primeiro sistema de Napier “se torna igual ao logaritmo da mesma
quantidade em qualquer outro sistema, cujo médulo é oe, multiplicando-o pelo nimero
que expressa a razao de oe para ao” Seguindo essa ideia, e tomando como referéncia o pri-
meiro esquema de Napier, e a0 mesmo tempo em que op deve ser igual a go torna-se igual
a 10 vezes ao, o ponto P descreve uma linha cuja razao para ao é de 2,3025809, etc., ou ln 10
para unidade. No entanto, foi considerado conveniente que o logaritmo de dez fosse supos-
tamenteigual a 1.

Sendo assim, se supormos que o ponto P seja subtraido do espaco descrito e fosse
igual apenas a ao. Desse modo, sua velocidade, neste caso, for supostamente menor que a
velocidade anterior na mesma razao em que 1 seja menor que 2,3025809, etc. Se oe tornar
menor que ao, na mesma razao, a velocidade de P sera, neste caso, serd igual a velocidade
de p eme. Com isso, oe sera o médulo deste sistema que, entretanto, pode ser expresso por
0,4342944, etc., ou 1/ln 10 com ao representando a unidade (Soares, 2023).

Portanto, quando uma razao for dada, sua medida é sempre o médulo do sistema. A
mesma razao invariavel é sempre medida pelo médulo do sistema, o qual é chamado por
Cotes de Razdo Modular. Esta razao é a de om para oe, se op inicialmente aumenta propor-
cionalmente, torna-se igual de oe para om, ao mesmo tempo que P pelo seu movimento
uniforme descreve uma reta igual ao moédulo oe (Maclaurin, 1742, tradugdo nossa).

Para Maclaurin (1742), a fluxao dos logaritmos sendo supostamente invariavel, as
fluxdes de quaisquer quantidades N e M estard na mesma propor¢ao dessas préprias quan-
tidades. Isso ocorre porque sua propriedade fundamental dos logaritmos estabelece que,
em qualquer progressao aritmética, as quantidades cujos logaritmos estao sempre em pro-
gressao geométrica. Assim, supondo que os logaritmos aumentem por diferencas iguais,
essas quantidades aumentarao ou diminuirao por diferencas aumentando ou diminuindo
na mesma proporcao das préprias quantidades.
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Diante disso, surge uma nova proposi¢ao sobre a fluxdo do logaritmo: A fluxdo de
qualquer quantidade N estd para a fluxdo de seu logaritmo assim como N estd para o mo-
dulo do sistema logaritmico. Supondo que as quantidades e seus logaritmos aumentem ou
diminuam conjuntamente, quando a quantidade aumenta ou diminua na mesma razao do
logaritmo, ela é entdo igual ao mddulo. Se essa quantidade em relagao ao médulo for M, e
como a fluxao de N estd para a fluxao de M assim como N estd para M, resulta que a fluxao de
N estd para a fluxdao de seu logaritmo assim como N esta para o seu médulo (Soares, 2023).

Entdo, se N = A¢, e sendo qualquer expoente invaridvel, o log N =e x log A, consequen-
temente, assumindo que as fluxdes de N e A sdo supostamente iguais a n e a respectivamen-

M M N 1 .. . .
te, ?n: eAa ,en :% =eA®lg ou eA"A’.a =~ eAa. Se admitirmos o logaritmo com base fixa

. .z ~ 1
e logaritmando variavel, encontrar a fluxdo de log, A? Sabendo que N =log; ouN = —uma
vez que e serd invaridvel e igual a velocidade de Aem e, conforme detalha Maclaurin. Tem-se

Na _. ~ ~ . . - _a
quern=-—-. Disso resulta a conclusdo de que a sua fluxao sera concedida por? = -7— onde

a é afluxdo de A, tornando-se semelhante a férmula da derivada da fungao logaritmica.

De acordo com o mecanismo adotado por Maclaurin, sabendo que as fluxdes logarit-
micas derivam das exponenciais, pois os logaritmos das poténcias e seus expoentes estao
sempre na mesma razao podendo oq ser expresso por A, o qual é chamado de Quantidade
Exponencial de primeiro grau, conforme define Leibniz em sua notagdo em resposta a uma
carta enviada por Newton ao Sr. Oldenburgh, de 24 de outubro de 1676. Maclaurin (1742)
mostra que AX, com uma quantidade varidvel no expoente denominando de exponencial
ou quantidade recorrente® e sua fluxao é dada por x/C+ x.A.a, onde X é afluxdodexea é a
fluxdo de Ae U é a fluxao de u e C é uma constante qualquer.

Ao demonstrar essa fluxao, Maclaurin supde que A* = u, entao aplicando o log em
ambos os lados, obtemos log A* = log u, pela propriedade logaritmica do expoente, tem-se
x. log A = log u. Ao usarmos a regra do produto envolvendo fluxdes, conforme vimos ante-

. . Ca _C.U
riormente, chegaremos no seguinte resultado: X.logA + x. VTR Consequentemente, o

ca
valor que multiplica U, divide a expressao antes da igualdade, isto é M, a fluxao de

u

Ay ou U= 1ogA +x. 22 ou U =2 1ogA + X% Com isso, Sabendo que u = A%, e ao
c A c A

uxa _

substituir na equacdo de U, obtemos que: U =%_10g}1 = "C—(_Ax_ log A +A’;$. Logo, tem-

220X A% log A +xA*'a
A C

- X
se que: C'A JdogA+

. X ) ~ L.
Portanto, a fluxdo de A€ - A%.10g A + X.A*%.a. Ao desprezar as fluxdes enésimas de

. ~ X oy
tais expressoes, obtemos =-A%.log A. Sabendo que as constantes podem ser omitidas em
tais expressoes envolvendo fluxdes, concluimos X.A*.logA, ou seja, o logaritmo nao tem uma

5 Acta Eruditorum Lipsiae, 1694.
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base fixa e invaridvel. Se adotarmos uma base fixa invaridvel e na expressao logaritmica ou
por conveniéncia de uma mudanca de base adequada, chega-se a seguinte conclusao X.A*.
log A ou X.A*.InA, onde X € a fluxdo de x. Este resultando de certo modo se assemelha com a
derivada da fungado exponencial, conforme abordam os livros de calculo atualmente.

Dessa forma, das fluxdes da exponencial e da logaritmica derivam-se importantes
propriedades que marcam o estudo sobre a fluxao da exponencial é a do logaritmo natural
ou neperiano. Esses dois tdpicos aparecem nos principais livros de calculo avangado, espe-
cialmente nos estudos envolvendo derivada e integral. Com isso, a derivada apresenta as
seguintes propriedades:

Propriedade 1: Afluxdo do logaritmo natural de x ou [ x. Conforme vimos na regra que
logqe. x

gera a fluxdo do logaritmo é dado por . Sabendc que a base do logaritmo
logee. % _1.% < =:x. Portanto,

x xlna xlne

natural é o e (fogaritmo neperiano). Assim,
afluxdodelnxé 1Tx

Propriedade 2: Afluxdo da exponencial e*. conforme j& detalhamos, tem-se: a fluxdo de
e é obtida daférmula x. a*.log, a ou x.a*.Ina. Ao usar x.a*.log, a=x.e*.log, e =

Xx.e*.1=x.e* Poroutrolado, se usarmos x.a*.lna=x.e*.Ine=x.e*.lne=x.e*. 1

=x.e”.

A proposta elaborada por Maclaurin acerca dos métodos fluxionais trouxe aborda-
gens e construcoes contendo regras, propriedades, métodos e resolucdes que nao se encon-
tram presentes nos livros de calculo convencionais. No entanto, esse método fluxional segue
0s mesmos principios norteadores quando se busca compreender conceitos, regras, méto-
dos e resolucdes envolvendo o estudo de derivada nas disciplinas de calculo diferencial e
integral no Ensino Superior. A seguir, apresentamos um aspecto comparativo das principais
regras, métodos, propriedades das fluxdes, que produzem direcionamentos semelhantes
para alcancar as mesmas respostas sobre derivadas, conforme abordam os principais livros
de célculo da atualidade, desenvolvidos a partir dos estudos sobre fun¢oes de acordo com
Quadro 1 a seguir.
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Quadro 1: Quadro comparativo entre fluxdes e derivadas

Fluxdes: Método algébrico Derivada: Fungdes
Fluentes | Fluxdes Método Funcdes Derivadas Método
x+y-z | X+ y— 2 Fluxdo da Somae F(x) + g(x) f(x) £ g’(x) Derivada da Soma e
Subtragdo Subtracdo
Xy Xy +yx Fluxdo do Produto F(x).g(x) f(x).g"(x) + g(x).f'(x) Derivada do produto
x Xy + xy Fluxdo do quociente f(x) f(x).9'(x) = g(x). f'(x) Derivada do
y v g(x) g(x)? quociente
X" nx" x Fluxd@o da poténcia F(x) =x" F’(x) = nx™t Derivada da poténcia
X" nx" x Regra da cadeia y(x) = f(g(x)) y'(x) =f(g(x)).g’(x) Regra da cadeia
o %x%_l.fc Fluxdo daraizenésima | f(x)="%/x™ £ = %x%‘l Derivada da raiz
ouxn enésima
L oouxn -n.x"L % Fluxdo dainversa da f(x) -1 f'(x) =-n.x"! Derivada da inversa
xm an
ou poténcia oux~" da poténcia
—nx
xnHL
log, x * Fluxdo do logaritmode | f(x) i) = 1; Derivada da fun¢do
x.Ina
xlna xnabasea = log, x logaritmica
ax x.a*.Ina. Fluxdo da exponencial f(x) =a* f'(x)=a*lna Derivada da funcdo
de xdebasea exponencial
Inx 1.x Fluxdo do logaritmo f(x) = In Pl = 1 Derivada do
X natural de x X Logaritmo natural
ex x.e* Fluxdo do logaritmo f(x) = e f'(x) = e Derivada do
neperiano de x neperiano de x

Fonte: Elaborado pelos autores.

Este quadro comparativo destaca os principais métodos de célculos sofre fluxdes e
derivadas, demonstrando que os estudos oriundos sobre o método fluxional esclarecem
conceitos, regras, propriedades, métodos e resolucoes, os quais servirdo de suporte tedrico
para auxiliar os professores e futuros docentes na apreensao do estudo envolvendo deriva-
da. Embora nado existam estudos no Brasil que apresentem evidéncias sobre o método das
fluxoes relacionadas ao célculo diferencial e integral, vale destacar a importancia sobre a
possibilidade da utilizacdo do método fluxional como forma de nortear a constru¢do do cal-
culo como algo que esteja conectado ao ensino de Matematica, de modo a complementar
o que os livros de calculos abordam sobre esta temética a fornecer novas ideias e caminhos
através de orientacGes para propiciar uma melhor compreensao do estudo de derivada,
bem como, suas regras e métodos de resolugdes.

CONSIDERACOES FINAIS

A analise do método fluxional estabelecido em nossa pesquisa trouxe novos cami-
nhos interpretativos e novos indicativos para abordagem conceitual e didatica do tema que
apontaram uma nova perspectiva para a construcao identitaria do calculo diferencial e inte-
gral. A exame histérico e investigativo dos dois volumes do A Treatise of Fluxions (O Tratado
das Fluxdes) de Colin Maclaurin, evidenciou a potencializagao de um novo estudo dimensio-
nal sobre o ensino de cdlculo com propostas que poderao ser importantes para a compre-
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ensao dos conceitos relacionados a derivada, bem como os métodos, regras, propriedades
e resolucdes de problemas concernentes a esse tema.

Notamos, inicialmente, que a ideia sobre a fluxao foi idealizada por Newton e aper-
feicoada por Maclaurin, tornando-se uma ferramenta significativa e um instrumento impor-
tante para a abordagem do conceito de derivada e consequentemente para o ensino de cal-
culo nos cursos de Licenciaturas em Matematica. Neste sentido, asseveramos que essa ideia,
concernente a fluxdo de Newton, cumpriu um papel significativo para o desenvolvimento do
calculo diferencial e integral ao possibilitar conceitos que poderao servir como subsidios
para a formacado conceitual desse assunto junto a futuros professores de Matematica. Uma
abordagem fundamentada no trabalho de Maclaurin associada ao desenvolvimento mate-
matico proposto nos livros de calculo atuais certamente permitird um exercicio de aprendi-
zagem compreensiva do assunto por parte dos estudantes de graduagao em Matematica, o
que, posteriormente, podera se desdobrar no aperfeicoamento do processo de ensino que
promova aprendizagem na disciplina calculo diferencial e integral.

Portanto, reiteramos que um movimento que envolva um sequencial histérico do
desenvolvimento epistemolégico do tema, conectado aos modos de abordagem propostos
nos livros didaticos e programas disciplinares do curso de calculo pode representar uma
dinamica de incorporacao histérico-conceitual do tema com o modo de abordagem atual
presente nos livros de cdlculo, eliminando, assim, as descontinuidades referentes ao de-
senvolvimento conceitual do assunto, de modo a ressignificar e complementar a aborda-
gem conceitual presente nesses livros de calculo. Assim, fortalecera os processos de com-
preensao dos conceitos necessarios a aprendizagem de topicos relacionados ao estudo de
derivadas e suas aplica¢des no processo de ensino e aprendizagem do cdlculo diferencial e
integral.

Portanto, reafirmamos que este artigo podera alcancar novos direcionamentos para
estudos relacionados as derivadas, bem como suas regras e as propriedades. Isto porque os
métodos fluxionais apresentam semelhancas, aproximagdes e detalhamento esclarecedo-
res referentes aos processos de derivacao presentes nos principais livros atuais de calculo
adotados no Ensino Superior. As bases construtivas que nortearam Newton e Leibniz a de-
senvolver suas ideias sobre esse tema, no século XVII e XVIII, possuem uma identidade es-
pecifica que configuraram o desenvolvimento do célculo infinitesimal ao longo dos séculos
XVIII e XIX. Desse modo, as regras, propriedade, métodos e resolucoes trouxeram um novo
entendimento sobre derivada a partir do método fluxional.

Apesar de tais métodos terem surgido a partir de concep¢des distintas acerca do es-
tudo sobre derivada, ambos apresentam regras e métodos semelhantes com resolu¢des de
férmulas idénticas, as quais servirdo para auxiliar os professores e futuros docentes na com-
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preensao desse estudo, oferecendo novas praticas voltadas para o ensino de Matematica na
disciplina de calculo diferencial e integral.
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