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Caracteristicas do pensamento matematico avancado:
contribuicoes da pesquisa baseada em design no estudo
das integrais de Riemann e de Lebesgue
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Resumo

Este trabalho teve como objetivo investigar como os licenciandos compreendem o conceito de Integral de
Riemann, suas limitacdes e a necessidade de um novo conceito, como o da Integral de Lebesgue, tendo como
referencial teérico o Pensamento Matematico Avancado (PMA). Como metodologia de pesquisa, utilizou-se a
Pesquisa Baseada em Design (PBD). Foi proposto e aplicado um produto educacional construido a partir de
principios de design definidos preliminarmente. As andlises foram realizadas sobre as produ¢des dos estudan-
tes de uma turma de Analise Matematica, no primeiro ciclo da PBD. Para a analise, as imagens dos conceitos
manifestados pelos estudantes nas respostas as atividades do produto educacional foram classificadas nos
niveis: Inicial, Intermediario ou Avancado. Os resultados, com cerca de 75% das imagens nos niveis interme-
didrio ou avancado, evidenciaram que os principios foram validados ao longo da aplicacdo e que o produto
educacional contribuimos para a compreensdo dos conceitos.

Palavras-chave: Imagem e Definicdo do Conceito, Andlise Matematica, Principios de Design, Integrais Definidas.

Characteristics of advanced mathematical thinking: contributions of
design-based research in the study of Riemann and Lebesgue integrals

Abstract

This study aimed to investigate how pre-service teachers understand the concept of the Riemann Integral,
its limitations, and the need for a new concept, such as the Lebesgue Integral, using Advanced Mathematical
Thinking (AMT) as a theoretical framework. The research methodology employed was Design-Based Research
(DBR). An educational product was proposed and implemented, constructed based on preliminarily defined
design principles. The analysis focused on the productions of students from a Mathematical Analysis class du-
ring the first DBR cycle. For the analysis, the conceptual images demonstrated by students in their responses
to the activities in the educational product were classified into the following levels: Initial, Intermediate, or Ad-
vanced. The results, with approximately 75% of the images classified as intermediate or advanced, evidenced
that the principles were validated throughout the implementation and that the educational product contribu-
ted to the understanding of the concepts.

Keywords: Concept Image and Definition, Mathematical Analysis, Design Principles, Definite Integrals.

Caracteristicas del pensamiento matematico avanzado:
aportaciones de la investigacion basada en el diseno en el
estudio de las integrales de Riemann y Lebesgue

Resumen

Este estudio tuvo como objetivo investigar cémo los futuros profesores comprenden el concepto de la Integral
de Riemann, sus limitaciones y la necesidad de un nuevo concepto, como la Integral de Lebesgue, utilizando
el Pensamiento Matemdtico Avanzado (PMA) como marco tedrico. La metodologia de investigacién empleada
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Caracteristicas do pensamento matematico avancado: contribuicdes da pesquisa baseada em design...

fue la Investigacion Basada en Disefio (IBD). Se propuso e implementé un producto educativo construido a
partir de principios de disefio definidos preliminarmente. El andlisis se centré en las producciones de estu-
diantes de una clase de Analisis Matematico durante el primer ciclo de la IBD. Para el andlisis, las imagenes
conceptuales manifestadas por los estudiantes en sus respuestas a las actividades del producto educativo fue-
ron clasificadas en los niveles: Inicial, Intermedio o Avanzado. Los resultados, con aproximadamente el 75 %
de las imagenes clasificadas como intermedias o avanzadas, evidenciaron que los principios fueron validados
alo largo de laimplementacién y que el producto educativo contribuyé a la comprensién de los conceptos.
Palabras clave: Imagen y Definicién del Concepto, Andlisis Matematico, Principios de Disefio, Integrales
Definidas.

INTRODUCAO

Estudos recentes indicam que o ensino e aprendizagem de Célculo e Anélise Ma-
tematica apresentam desafios significativos nos cursos de graduacao das ciéncias exatas.
As dificuldades enfrentadas estao associadas a fatores como: lacunas no entendimen-
to conceitual devido ao foco excessivo em procedimentos (CADORNA, 2022), dificuldades
dos estudantes em conectar teoria com pratica (TAHER, 2023), falta de recursos visuais e
tecnoldgicos contribui para as barreiras no aprendizado de conceitos abstratos em céalculo
(NURJANAH, 2021), falta de fluéncia entre representacoes algébricas e geométricas persiste
como barreira no aprendizado conceitual (WINSL@W, 2021). Um dos temas de preocupacgao
que aparece nessas pesquisas é o tema da integral de Riemann.

Evidéncias das dificuldades dos alunos no tépico de integral de Riemann podem ser
observadas nas provas do Exame Nacional de Desempenho de Estudantes (Enade), reali-
zadas entre 2005 e 2021. O Quadro 1 apresenta o desempenho dos estudantes de cursos
de licenciatura em Matematica, no Brasil, em questdes relacionadas a integral de Riemann,
destacando o indice de facilidade das questoes com base no percentual de acertos obtidos
em ambito nacional.

Quadro 1: Indice de Facilidade e classificacdo de questdes sobre Integral de Riemann nas provas
do Enade

Questao indice de Facilidade Classificacao

26 Entre 0,16 € 0,40 Dificil
19 0,26 Diffcil
17 0,22 Diffcil
10 0,30 Dificil
9 0,25 Dificil
23 0,22 Dificil
Ndo Teve - -

Fonte: Autoria prépria, com base nos relatérios do
Sistema Nacional de Avaliacdo da Educacdo Superior (SINAES).
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Pelos resultados apresentados no quadro anterior, todas as questdes foram classifi-
cadas como dificeis. Esse fato enfatiza as dificuldades que os estudantes de licenciatura em
Matematica tém em relagdo ao conteldo de integrais de Riemann.

Os reflexos das dificuldades dos estudantes nas disciplinas de Calculo sao sentidos
na disciplina de Andlise Matematica quando é exigida dos alunos a passagem do pensamen-
to elementar para o pensamento avancgado. Tall (2013) discute que a transicao da matema-
tica elementar, focada em calculos e resolucao de problemas, para a matematica avancada,
com énfase na compreensao de conceitos abstratos e na lgica formal, é um desafio signi-
ficativo para muitos estudantes, principalmente em disciplinas como Andlise Matematica.

Outro aspecto relacionado ao conceito de integral de Riemann é a limitacao quanto
a classe de fun¢des que podem ser integradas. Apresentar a evolugao conceitual do tema e
demonstrar aos estudantes que existem abordagens mais abrangentes em termos de inte-
gragao, como o caso da integral de Lebesgue, pode contribuir para a compreensdo de que
a matematica ndo é uma ciéncia pronta, mas, ao contrario, estd em constante desenvolvi-
mento. Essa visdo da matematica como uma area em evolucao é abordada por diversos
autores, incluindo Lakatos (1976) e Davis, Hersh e Marchisotto (2012).

Com base nas ideias apresentadas, propomos o seguinte objetivo: analisar as ima-
gens conceituais construidas por estudantes de licenciatura em Matematica sobre a integral
de Riemann e suas limitacdes, bem como sobre a integral de Lebesgue, a partir de um pro-
duto educacional desenvolvido com suporte metodolégico na pesquisa baseada em design
e fundamentado nos pressupostos da teoria de Imagem do Conceito e Definicao do Concei-
to.

Nesse trabalho descrevemos resultados de uma pesquisa que trata dos conceitos
de integral de Riemann e de integral de Lebesgue, mostrando as limitacoes da primeira e a
necessidade do segundo conceito. Utilizamos como referencial tedrico o pensamento mate-
matico avancado com uma proposta de classificacao de imagens do conceito em trés niveis:
Inicial, Intermediario ou Avancado.

PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO E IMAGEM DO CONCEITO E
DEFINICAO DO CONCEITO

De acordo com Tall (2002), o pensamento empregado por matematicos profissionais
em suas produgoes envolve, geralmente, o uso de representa¢des mentais de definicoes,
teoremas e axiomas para demonstrar a validade de propriedades matematicas. Esse tipo
de pensamento, que também aparece, geralmente, quando os estudantes se deparam com
a matematica axiomatica, é denominado pensamento matematico avancado. O PMA carac-
teriza-se pelo enfoque na matematica formal e abstrata, onde as propriedades dos objetos
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sao elaboradas com base em suas defini¢cdes, apoiando-se em imagens conceituais, defini-
coes formais e deducdes logicas.

A criacao de atividades voltadas para o desenvolvimento de imagens conceituais
pode contribuir para uma aprendizagem sélida e significativa dos conceitos matematicos.
Isso, por sua vez, favorece o desenvolvimento de caracteristicas associadas ao pensamen-
to matematico avancado. Tall (2002) destaca que o PMA envolve a capacidade de construir
representacdes mentais que permitem aos matematicos compreenderem e explorar concei-
tos abstratos de maneira profunda, flexivel e estruturada.

A definicao de imagem do conceito refere-se a estrutura cognitiva global vinculada
a um determinado conceito, abrangendo todas as representa¢des mentais, propriedades e
processos associados a ele. Ja a definicdo do conceito é uma descricao verbal rigorosa que
explica o conceito de maneira precisa e nao circular (Vinner, 1983, p. 239). Contudo, conhe-
cer a definicao formal de um conceito ndo garante sua compreensao; para isso, é necessario
construir uma imagem significativa do conceito (Vinner, 1991).

Na mesma linha, Domingos (2003), em sua tese, buscou identificar como estudantes
ingressantes no ensino superior compreendem conceitos matematicos, como: sucessoes,
funcgdes, calculo diferencial e integral. Para isso, o autor utilizou diferentes teorias sobre a
construcao dos conceitos matematicos, classificando as imagens conceituais manifestadas
pelos participantes em trés categorias: imagem do conceito incipiente, imagem do conceito
instrumental e imagem do conceito relacional.

Tendo como suporte tedrico a teoria de imagem do conceito e definicao do concei-
to de Tall e Vinner (1981), a teoria de reificagao®de Anna Sfard (1991), a teoria APOS (Ac-
tion, Process, Object, Schema) de Dubinsky (1991) e as categorias propostas por Domingos
(2003), criamos uma classificagdo de imagens do conceito em trés niveis: Inicial, Intermedi-
ario e Avancado.

O nivel Inicial representa a etapa primordial no processo de compreensao matema-
tica, em que os estudantes comecam a explorar conceitos fundamentais. Nesse estagio, a
imagem do conceito é rudimentar, refletindo uma visao simplificada, com representac¢des
visuais que capturam apenas propriedades bdsicas do conceito. A reificacdo encontra-se
em processo, ainda em um nivel preliminar. As acdes sobre o conceito sao limitadas, res-
tringindo-se a operacdes matematicas elementares. Os processos matematicos estdo em
desenvolvimento, revelando uma visao fragmentada do raciocinio matematico, enquanto o
objeto é visto de forma simplificada, com foco em aspectos basicos do conceito, caracteri-
zando o inicio da constru¢do do conhecimento matematico.

3 Sfard (1991) diz que reificacdo é o processo cognitivo pelo qual uma sequéncia de operagBes ou agoes é transformada em
um conceito que pode ser manipulado como um todo. Esse processo permite aos aprendizes pensar sobre um conceito
matematico como uma entidade completa e independente, em vez de apenas uma série de agdes ou processos.
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O nivel Intermediario reflete a transicao para uma compreensao mais profunda, in-
corporando elementos mais complexos e avancados. Nesse nivel, a imagem do conceito
evolui, refletindo uma melhor compreensao do conceito. A reificagao progride, com repre-
sentagoes visuais mais completas das propriedades essenciais do conceito. A acao sobre
o conceito se amplia, abrangendo uma gama mais ampla de operacdes matematicas. Os
processos sao mais estruturados, indicando um raciocinio matematico mais complexo e fa-
zendo melhor uso das propriedades essenciais relacionadas ao conceito. O objeto é visto de
forma mais elaborada, mostrando maior compreensao e incorporando aspectos fundamen-
tais do conceito.

O nivel Avancado representa uma compreensao aprofundada e reflexiva dos concei-
tos, com representagoes complexas e elaboradas que refletem a compreensao do conceito.
A imagem do conceito é enriquecida por elementos variados, permitindo transcender a vi-
sdo puramente matematica, sendo possivel a demonstracao de aplicacGes praticas. A reifi-
cacao estd bem desenvolvida, o conceito é visto como objeto, com representagdes visuais
completas das propriedades essenciais. A acao é diversificada, abrangendo uma gama de
operacoes matematicas com a possibilidade de aplicagdo pratica do conceito em contex-
tos do mundo real. Os processos sao sofisticados e utilizados com compreensdo. O objeto
incorpora aspectos detalhados e complexos do conceito, sendo possivel a visualizagdo de
implicagOes em situagoes reais.

No Quadro 2 destacamos as caracteristicas principais das imagens do conceito em
cada um dos niveis: Inicial, Intermediario e Avancado.

Quadro 2: Caracteristicas das imagens do conceito em cada um dos niveis

Inicial Intermediario Avancado

101) RepresentacGes visuais sim-

ples de objetos relacionados ao AO01) Representacdo visual comple-
conceito, com destaque para carac- xa e elaborada, capturando deta-
teristicas basicas. lhes sutis do objeto matematico.

1t01) Incorporacdao de elementos
mais avangados.

1t02) Tentativa de representar a com-
plexidade do objeto matematico.
1t03) Demonstra¢do de uma compre-
ensdo mais profunda do conceito em
comparagdo ao nivel inicial.

102) Dificuldade em captar a com-
plexidade do objeto matematico.
103) AcGes realizadas ndo condu-
zem a processos possiveis de en-
capsular nos objetos que represen-
tam o conceito.

104) Os alunos podem concentrar-

A02) Demonstragdo de uma com-
preensdo profunda do objeto - o
objeto é visto como um proceito®.
AO3) Possibilidade de inclusdo de
elementos adicionais que destacam
a relevancia do conceito em uma si-
tuacdo do mundo real.

Objeto

-se em detalhes isolados do con- A04) Objetos mais elementares séo
ceito, sem uma compreensdo mais coordenados e encapsulados em
ampla, manifestacdo de ventrilo- novos objetos.

quismo.

4 Gray e Tall (1994) usam o termo proceito para a versatilidade no uso de um simbolo que opera tanto como um processo,
quanto como um conceito.
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Propriedades

IP1) Utiliza propriedades basicas,
mas sem exploracdo ou compreen-
sao profunda (ventriloquismo).
IP2) Pode haver erros conceituais
evidentes ou falta de precisdo nas
representacoes.

IP3) H& uma tendéncia a usar sim-
bolos sem uma apreciagdo comple-
ta do que eles representam.

IP4) O estudante pode depender
fortemente da memorizacao de fér-
mulas sem entender a origem ou a
légica por tras delas.

IP5) Pode haver confusdo ou falta
de clareza sobre as propriedades
fundamentais do conceito.

IP6) Uso de nenhuma ou pouca lin-
guagem simbdlica.

ItP1) Boa utilizacdo de propriedades
bésicas, com compreensao.

ItP2) Depende da memorizacdo de
férmulas, mas comeca a entender a
origem ou a légica por tras delas.
I1tP3) Possivel identificacdo e aplica-
¢do correta de propriedades basicas
relacionadas ao conceito.

ItP4) Menos erros conceituais em
comparacgao ao nivel inicial.

ItP5) Maior uso de linguagem simbé-
lica.

AP1) Demonstracdao de uma com-
preensdo avancada das implica¢des
matematicas das propriedades.
AP2) Pouca ou nenhuma depen-
déncia da memorizacao de férmu-
las.

AP3) Identificacdo e aplicacdo refi-
nada de propriedades relacionadas
ao conceito em atividades matema-
ticas e aplicadas.

AP4) Nenhum ou poucos erros con-
ceituais.

AP5) Dominio da linguagem simbé-
lica.

Traducao entre Representacoes

ITR1) Limitada ou nenhuma ten-
tativa de traduzir entre diferentes
formas de representacdo (graficos,
expressdes matematicas, palavras).
ITR2) Falta de conexdo clara entre
representagoes (visual, algébrica,
gréafica...) e conceitos matematicos
subjacentes.

ITR3) Inconsisténcia entre Repre-
sentacgoes.

ITR4) Relutadncia na utilizacdo da re-
presentacdo simbdlica.

ItTR1) Tentativas de traduzir entre
diferentes formas de representacao,
como transicdo entre uma represen-
tacdo visual e uma expressao mate-
matica.

ItTR2) Melhor conexdo entre a repre-
sentacdo visual e os conceitos mate-
maticos subjacentes.

ItTR3) Menor nimero de inconsistén-
cias entre representacoes.

ItTR4) Maior utilizagdo da representa-
¢do simbdlica.

ATR1) Transicdo fluida e precisa en-
tre diferentes formas de representa-
¢do.

ATR2) Forte conexdo entre a repre-
sentacdo visual e a linguagem ma-
temaética.

ATR3) Nenhuma ou poucas incon-
sisténcias entre representacgoes.
ATR4) Incorporagao de notacao ma-
temaética avancgada e precisa.

ATR5) Transicdo fluida entre a re-
presentacdo visual e uma descricdo
verbal ou escrita do contexto em
que o conceito esta sendo aplicado.

Processo e Pensamento Proceitual

IPPP1) Auséncia de um processo
claro ou pensamento proceitual.
IPPP2) Falta de uma abordagem es-
truturada para resolver o problema.
IPPP3) Possivel dificuldade em ex-
pressar o raciocinio por tras da re-
presentacdo visual.

IPPP4) Os estudantes podem seguir
procedimentos de maneira mecani-
ca, sem compreensdo dos proces-
sos matematicos envolvidos.
IPPP5) H4 uma tendéncia a depen-
der de «receitas» ou passos fixos
para resolver problemas sem enten-
der o porqué de cada passo.

IPPP6) O estudante pode se con-
centrar principalmente na obten-
¢do da resposta correta, sem pres-
tar muita atencdo ao processo de
resolucdo.

IPPP7) Pouca reflexao sobre as es-
tratégias escolhidas para resolver
um problema ou sobre a eficacia
dessas estratégias.

ItPPP1) Inicio do desenvolvimento
de um processo mais elaborado.
ItPPP2) Demonstragao de uma abor-
dagem mais estruturada para resolver
o problema, embora ainda em desen-
volvimento.

ItPPP3) Os estudantes podem seguir
procedimentos de maneira mecani-
ca, mas com maior compreensao dos
processos matematicos envolvidos.
ItPPP4) H4 uma tendéncia a depen-
der de «receitas» ou passos fixos para
resolver problemas, porém, come-
¢ando a entender o porqué de cada
passo.

ItPPP5) Maior reflexdo sobre as es-
tratégias escolhidas para resolver um
problema ou sobre a eficacia dessas
estratégias.

APPP1) Desenvolvimento de um
processo matematico elaborado e
estruturado.

APPP2) Articulacdo clara das com-
ponentes processual e conceitual.
APPP3) Exploracdo de abordagens
alternativas e extensdes além do es-
copo basico.

APPP4) Os estudantes seguem pou-
cos procedimentos de maneira me-
cénica, e quando seguem, tem total
compreensdo dos processos mate-
maéticos envolvidos.

APPP5) Pouco uso de “receitas” ou
passos fixos para resolver proble-
mas, porém, se fazem, entendem o
porqué de cada passo.

APPP6) Refletem sobre as estraté-
gias escolhidas para resolver um
problema ou sobre a eficacia dessas
estratégias.

Fonte: autoria propria.

Essa classificagdo € uma forma de analisar as atividades desenvolvidas pelos estu-

dantes e, a partir dos resultados, concluir se as atividades propostas e a metodologia em-
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pregada foram capazes de promover a manifestacao de uma boa concentracao de imagens
do conceito no nivel avancado e desenvolver indicios de PMA.

A METODOLOGIA DE PESQUISA BASEADA EM DESIGN

Na pesquisa baseada em design (PBD), investigam-se intervencdes educacionais
com o proposito de promover aprendizagens especificas ou mudancas sistémicas, bem
como compreender 0s processos subjacentes a essas intervengoes (Cobb, Confrey, Disessa,
Lehrer e Schauble, 2003; Gravemeijer e Cobb, 2013). A PBD assume que o conhecimento
nao se localiza nas pessoas consideradas como individuos, mas antes constitui um processo
que envolve a pessoa que conhece o contexto em causa e a atividade em que esta participa
(Barab e Squire, 2004).

Autores como Cobb, Jackson e Dunlap (2015) indicam que a PBD apresenta cinco
caracteristicas fundamentais:

1. Incide sobre problemas enfrentados por profissionais (professores ou formado-
res, no caso educacional) no exercicio de suas praticas pedagogicas, buscando
promover a aprendizagem dos alunos ou a formacao de docentes;

2. Baseia-se em intervengoes, com o intuito de transformar processos que ocorrem
em contextos reais;

3. Possui simultaneamente uma orientacao tedrica e pragmatica;

4. Envolve a formulacao, teste, revisao ou rejeicao de hipéteses relacionadas aos
processos de aprendizagem dos participantes e aos meios de promové-los; e

5. Visa a generalizagdo dos resultados, dada sua preocupacao tedrica.

Segundo Plomp (2007), um aspecto central da PBD é a constituicao de grupos coo-
perativos, compostos por profissionais, pesquisadores, gestores e outros atores envolvidos.
Com base em estudos prévios e na literatura existente, os pesquisadores, em cooperacao,
desenvolvem intervencdes que atendem aos critérios de viabilidade pratica e eficacia. Esse
processo envolve a andlise e a reflexao sistematica sobre versdes sucessivas (ou prototipos)
dessas interveng¢des no contexto-alvo, com o objetivo de produzir tanto produtos utilizaveis
quanto principios de design aplicaveis.

Independentemente de sua finalidade especifica, o desenvolvimento de uma pes-
quisa baseada em design incorpora o desenho sistematico e iterativo de suas intervencdes,
organizado em ciclos. Embora existam divergéncias entre os pesquisadores quanto a alguns
detalhes da abordagem, ha consenso de que a PBD é composta por fases bem definidas.
Nesse sentido, Plomp (2018) sugere que essas fases sejam estruturadas conforme apresen-
tado no esquema da Figura 1.
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Figura 1: Fases da Pesquisa Baseada em Design

19) Pesquisa Preliminar:
MNecessidades e andlise do
contexto, revisdo de literatura,
desenvolvimento de uma
estrutura conceitual ou tedrica
para o estudo;

2") Fase de Prototipagem:
Fase de design que consiste de
iteragdes, cada qual um
microciclo de pesquisa, tendo a
avaliacio formativa como a
alividade de pesquisa mais
importante, focada no
aperfeigoamento e no refino da

intervencao;

3°) Fase de Avaliagio:
Avaliagho (semi}sumativa para
determinar & a solugio ou
intervengdo esta de acordo com
as especificagbes
predeterminadas, ou se s80
necessdrias recomendagdes para
o refinamento.

Fonte: autoria prépria, adaptado de Plomp (2018).

Com base na teoria e em estudos prévios, ou seja, na literatura cientifica, que cha-
maremos de T , os pesquisadores elaboram a versao inicial do produto educacional, o pro-
tétipo 1, P.. Esse, utilizado e submetido a analise critica, gera novos entendimentos tedricos
T,. Com esse incremento nos entendimentos tedricos, é feito o refinamento/redesenho do
protdtipo P, gerando o protétipo P, e assim sucessivamente.

1,

T1—>P1—>T2—>P2—>...—>Tn1—>Pn1—>{ Pn

Os ganhos teodricos (principios de design) nao devem ser vistos como regras, nem o
sucesso como garantido. Para representar essa generalizacao como declaracdes heuristicas,
Van den Akker (1999) desenvolveu o seguinte modelo:

Sevocé quiser projetar aintervencdo X para o proposito/funcao Y no contexto Z, entdo
é melhorvocé dar a essa intervencdo as caracteristicas A, B e C (énfase substantiva), e
fazerisso por meio dos procedimentos K, L e M (énfase procedimental), por causa dos
argumentos P, Q e R. (Van den Akker, 1999, p. 9)

Concordamos com a visao/discurso da necessidade de interven¢des com origem na
pratica e para a pratica. Para que isso ocorra de maneira efetiva, é imprescindivel o envolvi-
mento direto dos profissionais que atuam em sala de aula. As intervenc¢des almejadas por
pesquisadores que desenvolvem estudos na abordagem da PBD devem ser de alta qualida-
de, possuir validade tedrica, demonstrar efetividade e apresentar viabilidade pratica (prati-
cidade).

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Este trabalho foi conduzido por meio de uma abordagem qualitativa, utilizando a
metodologia de pesquisa baseada em design, conforme detalhado na se¢do anterior. As
atividades foram estruturadas em trés unidades, com o objetivo de promover a construcao
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dos seguintes conceitos: Integral de Riemann (Unidade 1), Primitivas (Unidade 2) e Integral
de Lebesgue (Unidade 3). O Quadro 3 apresenta uma descricao sucinta de cada uma dessas

unidades.
Quadro 3: Descri¢do do que foi trabalhado em cada unidade
Objetivo 0 que foi feito?
- Construir o conceito de integral | - A atividade 1.1 busca evidenciar as limitacdes da geometria pla-
Unidade 1 de Riemann; na no calculo de areas;
Integral de - Mostrar que existem func¢des que | - Nas atividades 1.2 a 1.6, realiza-se a construcdo do conceito de
Rielgnann ndo sdo integraveis a Riemann; integral de Riemann;
- Evidenciar outros conceitos de | - Nas atividades 1.7 e 1.8, os estudantes se deparam com funcdes
integracdo, como o de Lebesgue. | que sdo, e outras que ndo sdo, integraveis em Riemann.
- Na atividade 2.1 é feito a construcdo do conceito de Primitiva;
- As atividades 2.2 a 2.5 buscam mostrar aos estudantes que exis-
- Construir o conceito de Primiti- | tem fun¢des que possuem ou ndo primitivas, que sdo ou ndo inte-
Unidade 2 vas; graveis a Riemann e, além disso, sob quais condi¢des uma fungéo
Primitivas - Mostrar que existem fun¢des que | possui primitiva;
possuem ou ndo primitivas e que | - Na atividade 2.6 é feito a prova do Teorema Fundamental do
sdo ou ndo integraveis a Riemann. | Calculo (TFC);
- Nas atividades 2.7 e 2.8 s3o abordadas fung¢des em que o TFC
pode ou ndo ser utilizado para o calculo de area.
. . . - A atividade 3.1 procura mostrar a ideia utilizada na construgao
- Construir o conceito de integral . . .
de Lebesgue; do conceito da integral de Lebesgue;
Unidade 3 ’ . . - Nas atividades 3.2 a 3.4, é feita a construcdo do conceito de in-
- Mostrar que o conceito de in-
Integral de teoral de Lebeseue inteera uma tegral de Lebesgue;
Lebesgue g . & o 8 - Nas atividades 3.5 a 3.8, os estudantes se depararam com fun-
classe maior de fun¢des do queo | . . L. ~ .
. . . ¢des que sdo integraveis a Lebesgue, mas ndo a Riemann, e ou-
conceito de integral de Riemann. - P ;
tras que sdo integraveis tanto a Riemann quanto a Lebesgue.

Fonte:

autoria prépria.

Em um primeiro momento, constituiu-se o grupo de cooperagao, composto por pes-

quisador, professores e um aluno bolsista do curso de licenciatura em Matematica de um
Instituto Federal Farroupilha - Campus Alegrete (IFFar-CA), onde a pesquisa foi desenvol-
vida. Desde entdo, o grupo tem realizado encontros quinzenais, geralmente por meio da
plataforma Google Meet. Esses encontros tém sido dedicados ao estudo da metodologia de
pesquisa baseada em design, a colaboracao na elaborac¢do e aplicacao do produto educa-
cional, bem como para discussdes sobre temas especificos considerados desafiadores no
curso de licenciatura em Matematica.

Na fase preliminar da pesquisa, foram realizadas a andlise do problema, a revisao
de literatura e o levantamento dos principios de design iniciais. Esses principios foram, de
forma preliminar, definidos como: 1) atividades organizadas com o uso de recursos tecno-
l6gicos facilitam a compreensao dos conceitos de integral de Riemann e de Lebesgue; e 2)
atividades que promovem a busca por padroes, abstracoes e generaliza¢oes, utilizando a
noc¢ao de drea como raiz cognitiva, sdo fundamentais para o ensino da integral de Riemann.

Durante a fase de prototipagem, foram elaboradas oito atividades para cada unida-
de, conforme detalhado no Quadro 3. Tanto no desenvolvimento de cada atividade quanto
no planejamento geral das unidades, buscou-se atender aos principios de design estabe-
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lecidos, acreditando que esses possibilitariam a construcao de atividades eficazes na pro-
mogao da compreensao dos conceitos abordados. As atividades foram validadas a partir de
revisao de teses, dissertagdes e livros amplamente utilizados no ensino de Calculo e Analise
Matematica, além de ter contado com a experiéncia profissional dos colaboradores do gru-
po de pesquisa.

O produto educacional foi projetado para aplicacdo em trés semanas, no contexto da
disciplina de Fundamentos de Analise Matematica, com carga horaria semanal de 4 horas,
ofertada no ultimo semestre do curso de licenciatura em Matematica do IFFar-CA. Os estu-
dantes participantes ja haviam estudado os conceitos de integral de Riemann e Primitivas
em Calculo Diferencial e Integral Il. A aplicacdo das atividades ocorreu de forma presencial,
com pouca intervenc¢ao do pesquisador, de modo a privilegiar a autonomia dos estudantes
na construcao dos conceitos.

As atividades foram aplicadas entre novembro e dezembro de 2022, com a participa-
cdo de nove estudantes matriculados na disciplina de Fundamentos de Anélise Matematica.
Eles foram organizados em quatro duplas e um estudante realizou as atividades individual-
mente, identificados como D1, D2, D3, D4 e E1, respectivamente. A coleta de dados concen-
trou-se na producao escrita dos participantes obtida a partir da resolucao das atividades
propostas nas trés unidades.

Na fase de avaliacao, as produc¢des dos estudantes foram analisadas a luz do aporte
teodrico do pensamento matematico avancado, adotando-se a classificagao nos niveis Ini-
cial, Intermedidrio e Avancado, conforme detalhado em secao anterior. No préximo tépico,
sao apresentadas e detalhadas as resolucdes fornecidas pelos participantes para algumas
atividades consideradas “chaves” do ponto de vista conceitual. Essas atividades exigem a
manifestacao das imagens dos conceitos de integral de Riemann e integral de Lebesgue,
sendo acompanhadas por discussdes e reflexdes geradas a partir das respostas dos estu-
dantes.

ANALISE DOS DADOS

A Unidade 1 teve como objetivo desenvolver o conceito de integral de Riemann, re-
lacionando-o a ideia de calculo de areas e a construcao do conceito por meio do limite das
somas de Riemann. Além disso, foram exploradas as condi¢des de integrabilidade das fun-
¢Oes e as limitacOes associadas ao conceito.

A atividade 1.4a, que faz parte da unidade 1, tem como objetivo determinar as ex-
pressoes algébricas das somas inferiores, s(P), e superiores, S(P), das areas delimitadas pela
funcao f(x), pelas retas x = a e x = b, e pelo eixo x. Os estudantes elaboraram as expressoes
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para e utilizando as definicdes de infimo e supremo, as bases de cada retangulo e a definicao

de somatorio. Na Figura 2 estd a imagem da resposta da dupla D1.

Figura 2: Resposta da dupla D1 a atividade 1.4a

Atividadel 4 Sejs f: [a,b] = B, sl qeem < f(x) < M. vz € [a. bl emMaR,
P = (2g.7,, %3, . 2,] sendo k € N, P uma paricho desse imtervalo [a.b], com @ = %5 <

nEnpe S sne-<n=h

sup{fx).x @ [x,_ x]}

my = inffiz)x & i-l'q-l.':l] » .._H_' -

a) Nuubnmlbmo,dlﬁniimfmmwﬂudt[ﬁ.bj. comstrua & partigho P e dewcshe

0% retingulon com alturs m, @ base [n =

-

X;i] € o= retingalos com altura M ¢ base

H\f

Sendo 5(P) & soms Enfertor (ks por falta), qual & a yea exprosslio alpibrics ¢ se S(P) £ a
o wuperion (krea por eacomso), qaal & uaa expresdo alpébeica?
[

I
P Z Lt %.0) 1

Juld

5(P): S (- %) Me

ing

Fonte: Autoria prépria.

Entendemos que se trata de uma imagem do conceito no nivel Avancado. No Quadro

4 destacamos as evidéncias que forneceram subsidios para essa classifica¢ao.

Quadro 4: Andlise da resposta da dupla D1 para a atividade 1.4a

Termo de
Caracterizacao

Descricdo

Evidéncias

Objeto

Os estudantes mostraram ter
uma compreensado profunda do
conceito, os processos realizados
sobre objetos mais elementares
sdo coordenados e encapsulados
em novos objetos, nesse caso as
somas inferior e superior

As areas de todos os retangulos sdo apresentadas na forma
de somatoério. Utilizam a amplitude de cada intervalo, de
forma generalizada, para representar as bases dos retangu-
los e de forma semelhante, utilizam os conceitos de infimo
e supremo para representar as alturas.

Propriedades

Ocorre identificacdao e aplicacao
refinada de propriedades rela-
cionadas ao conceito, sem erros
conceituais e apresenta dominio
da linguagem simbélica

Parecem compreender o significado dos simbolos utiliza-
dos, nesse caso a notacdo de somatério, fazem bom uso
desse conceito e relacionam com o conceito de integral su-
perior e integral inferior.

Tradugio entre
Representac¢des

A solucdo apresenta fluidez na
traducdo da representagdo gra-
fica para a algébrica, sem a ne-
cessidade de processos elemen-
tares.

A dupla faz a tradugdo da representacdo grafica, onde fize-
ram alguns tracas mostrando as diferencas entre a area de
retangulos por falta e por excesso e, ao fazer traducdo para
a representacdo algébrica, faz bom uso da linguagem sim-
bélica sem necessitar de processos elementares.
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O processo matematico é ela-
borado e estruturado, ocorre a
articulacao clara e detalhada do
pensamento proceitual por tras
do conceito matematico

Processos e Pensa-
mento Proceitual

Quando sao feitas as inscri¢des algébricas das somas, a du-
pla D1 mostra a tradugdo simbélica do conceito: ao mesmo
tempo, utiliza como processo, ao perceber que o simbolo
de somatério representa a soma das areas de retangulos
menores (area por falta) quando utiliza o infimo como altu-
ra e, de forma semelhante entende o processo da area por
excesso. Por fim, entende como um conceito de area por
falta e por excesso.

Fonte: autoria propria.

A atividades 1.7, integrante da Unidade 1, foi elaborada para avaliar a compreensao

dos estudantes sobre o conceito de integral de Riemann. A Figura 3 apresenta a resposta de

D4 a atividade 1.7.

Figura 3: Resposta da dupla D4 para a atividade 1.7

Atividade 1.7: A fungiio f: [0, 1] = R a seguir & Riemann Integrivel? Justifique sua resposta.

re ={

=

1) sexeq _
I_],_sexER—Q.J.

?Cﬂwk Qv & qmlen arp) ¢ o volecs
g(P) e MAS eI uelen 1 ane,

5 ) e ’,F,;r-#"-'-.' '
P s
I | g0 g P"ﬂ‘

Fonte: Autoria propria.

Nesse caso as evidéncias mostram que se trata de uma imagem do conceito no nivel

Intermediario. O Quadro 5 mostra a analise detalhada dessa resposta.

Quadro 5: Analise da resposta da dupla D4 para a atividade 1.7

Termo de

Caracterizacgdo Descricao

Evidéncias

Nao acontece o encapsular dos
objetos matematicos que dao
origem ao objeto, integral de Rie-
mann. Existe uma tentativa de
representar a complexidade do
objeto matematico.

Objeto

Mesmo induzindo que a fun¢do de Dirichlet ndo é integravel
a Riemann, a dupla confunde-se na utilizagdo dos conceitos
de area inferior e area superior para entdo concluir sobre a
integrabilidade dessa funcao.

Ocorre aidentificacdo e aplicagdo
de propriedades relacionadas ao
conceito, no caso a necessidade
da igualdade entre as somas por
falta e por excesso.

Propriedades

Percebemos dificuldade da dupla na tentativa de justificar a
ndo integrabilidade. Além disso, mostram ter dificuldade no
uso de simbolos: Adupla tenta fugir da linguagem simbdlica
e consequentemente ndo utiliza a representacdo algébrica.

Tentativas de traduzir entre dife-
rentes formas de representacao.

Traducao entre
Representacdes

A dupla mostra dificuldade de realizar a tradugdo simbélica
de forma completa exigida para essa fase da graduacdo: o
que ocorre é uma tentativa de conexdo entre a represen-
tagdo visual e os conceitos matematicos subjacentes para
responder a atividade.

Demonstracdo de uma aborda-
gem estruturada para resolver o
problema, embora ainda em de-
senvolvimento.

Processos e Pensa-
mento Proceitual

Entende que a funcdo ndo é integravel a Riemann ao per-
ceber que as somas por falta e por excesso ndo convergem
para o mesmo valor, no entanto necessita melhorar a escrita
e utilizar mais a linguagem simbdlica.

Fonte: autoria prépria.
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A Unidade 2 abordou estudos sobre a existéncia ou nao de primitivas. Durante esse
periodo, os alunos puderam discutir e distinguir os conceitos de integral de Riemann e pri-
mitivas, além de identificar as limita¢des do conceito de integral de Riemann. Isso propor-
cionou a compreensao da necessidade de expandir a classe de fungdes integraveis, introdu-
zindo o conceito da Integral de Lebesgue.

A atividade apresentada no Quadro 6 integra a Unidade 3 e foi planejada para desen-
volver o conceito de integral de Lebesgue, além de ilustrar sua evolugdo em relagdo a inte-
gral de Riemann. Para isso, o conceito de medida de conjuntos foi previamente discutido
com os alunos.

Quadro 6: Atividade 3.3 que faz parte da Unidade 3

Atividade 3.3: A partir esboco do grafico da fungdo f:[a, b] — R, realize as atividades que
seguem.

a) Construauma particaodointervalo [m, M],ondem = inff(x)eM = supf(x),Vx € [a, b],
ouseja, P={y, <y; <--<y,JcomneNem=y, <y <--<y, =M. Represente os
intervalos correspondentes em [a, b]. Faco o esbogo no gréfico.

b) Se E; é o conjunto formado pelosintervalos de [a, b] em que y, < f(x) < y;,ouseja:E; =
{x €[a,b]/y, < f(x) < y1}. Quantos E; aparecem no teu esboco?

¢) Note que E; é o conjunto formado pelos intervalos de [a, b] em que y, < f(x) < y,, entdo
E} sera o conjunto formado pelos intervalos de [a, b] em que y;_; < f(x) < yi. No esboco
feito em a, marque todos os Ej,, parak = 1,2, ....,n.

d) Como vocé atribuiria uma medida u(Ey), nesse caso de um funcao continua, para Ej?

e) Considerando que yy_;.u(Ey) representa a area de um retangulo interior a regido abaixo
da curva (ou a drea da soma de retangulos) e yy. u(Ey) da a drea de um reténgulo exterior (ou
a drea da soma de reténgulos). Como vocé pode escrever a area sp(f), por falta, e Sp(f) por
excesso utilizando esses valores?

Fonte: autoria propria.
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A Figura 4 mostra a resposta da dupla D2 para alguns itens da questdao do quadro
anterior.

Figura 4: Resposta da dupla D2 para as atividades 3.3ce 3.3

c) Note que E, & o conjunto formado pelos intervalos de [a, b] em que ¥y = f(x) = y;, entdio
Ey serd o conjunto formado pelos intervalos de [a,b] em que y,_; = f(x) = yx. No
esbogo feito em a, marque todos os B, parak = 1,2, ..., 7.

] b}
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¢) Considerando que Yg—,.2(Ey) representa a drea de um retingulo interior a regifio sbaixo
da curva (ou a drea da soma de retingulos) € Y. u(Ey) d4 a érea de um retingulo exterior
(ou a édrea da soma de retingulos). Como vocé pode escrever a drea sp(f), por falta, e

cesso utilizand valores?
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Fonte: autoria propria.

A resposta, para a atividade “c”, evidencia uma imagem do conceito intermediario.
Percebemos a tentativa de representar a complexidade do objeto matematico, no entanto
mostra dificuldades no processo de abstracao e generalizagdo, ao realizar a particao gené-
rica do intervalo [m,M] confunde-se com o consequente nimero de conjuntos E,. Faz bom
uso de propriedades basicas, parece compreender a composicéo dos E, ao separar por cores
iguais os intervalos que fazem parte do mesmo conjunto. Faz a traducao da representacao
algébrica para a grafica, com poucas inconsisténcias. Percebemos o inicio do desenvolvi-
mento de um processo bem elaborado ao particionar o intervalo [m,M], no entanto, ainda
mostram dificuldades no processo de generalizacdo. Ja no item “e” a imagem do conceito
é avancada. E possivel vermos que a dupla tem compreensio do objeto - os objetos, s.(f) e
S,(f) s@o vistos como proceitos, representam o processo de somar areas de retangulos e ao
mesmo tempo sao vistos como o conceito de area por falta e por excesso, respectivamente.
Os processos realizados sobre objetos mais elementares (nesse caso, a amplitude de inter-
valos, medida de conjuntos, area de retangulo e somatorio) sdo coordenados e encapsula-
dos em novos objetos - as somas por falta e por excesso. Mostram dominio da linguagem
simboélica. Fazem a transicao fluida e entre a representacao grafica e algébrica e utilizam os
simbolos de forma correta. Por fim, percebemos a articulagao das componentes processual
e conceitual.
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Com a atividade 3.6 foi possivel mostrar a existéncia de fun¢des que sao integraveis
a Lebesgue e que ndo sdo integraveis a Riemann. Na Figura 5 é possivel visualizar a resposta
do estudante E1.

Figura 5: Imagem da resposta do estudante E1 para a atividade 3.6

Atividade 3.6: Considere a funcdo de Dirichlet, £: [0, 1] - R definida por

f={;

SeExXEQ
SEXER-Q

A funglio f & Riemann integrivel? A funcio f ¢ Lebesgue Integrivel?

\‘-_.—" ‘-\_." p

1 & MO Qe Jep) oFmeomnr J2
4
. __?:‘Jj.:_-., (k) - O. wilg) C:. ,_.vr: o G
At 1w (s
'jlf'_'_?_ \jk.u_f.{.'r}- 1.0 =0 5{-'-(: !'{HC'OLCF"
K= b ir \on Jo f'lh ..m_.l

Fonte: autoria propria.

Do ponto de vista das imagens conceituais caracterizamos como avan¢ada. No Qua-

dro 7 destacamos as principais evidéncias que caracterizam essa imagem nesse nivel.

Quadro 7: Analise da resposta do estudante E1 para a atividade 1.7

Termo de
Caracterizacao

Descricdo

Evidéncias

Objeto

Objetos mais elementares sao
coordenados e encapsulados em
novos objetos.

Os conceitos de somas por falta e por excesso assumem o esta-
tuto de objetos matematicos e quando vistos como processos
sdo coordenados e encapsulados no conceito de integral de Le-
besgue.

Propriedades

Demonstragdo de uma compre-
ensdo avangada das implicagdes
matemaéticas das propriedades e
dominio da linguagem simbélica.

O estudante faz uso correto dos simbolos e propriedades, de-
monstrando entendimento dos significados.

Traducao entre
Representacdes

Ndo apresenta inconsisténcias
entre representagoes e utiliza no-
tagdo matemética precisa.

Os conceitos sdo traduzidos simbolicamente sem erros concei-
tuais. O estudante faz a escrita algébrica das somas por falta e
por excesso utilizando a notagdo de somatdrio e conclui sobre a
integrabilidade a Lebesgue.

Processos e Pensa-
mento Proceitual

Desenvolvimento de um proces-
so matematico altamente elabo-
rado e estruturado e articulagdo
clara das componentes processu-
al e conceitual.

E possivel observar os componentes processual e conceitual em
interacdo, por exemplo: ele observa que, independentemente
do particionamento, as somas inferiores sdo sempre 0 (conside-
rando que é o menor valor da funcdo em cada um dos intervalos
da particdo) e as somas superiores sdo sempre 1 (considerando
que é o maior valor da funcdo em cada um dos intervalos da
particdo). A partir disso, o estudante conclui que, devido as pro-
priedades da funcdo de Dirichlet, os limites das somas inferior
e superior convergem para o mesmo valor. Portanto, sendo in-
tegravel a Lebesgue.

Fonte: autoria prépria.
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Ao analisarmos as imagens conceituais dos estudantes, classificadas nos niveis ini-
cial, intermediario ou avancado em relacao as atividades das unidades 1 e 3, constatamos
que aproximadamente 75% dessas imagens encontram-se nos niveis intermediario ou
avancado. Esse resultado evidencia que o produto educacional contribuiu significativamen-
te para que os alunos compreendessem o conceito de integral de Riemann, suas limitagoes,
e o conceito de integral de Lebesgue. Ademais, os escritos e as falas dos grupos reforcaram
essas conclusdes, como segue:

D1:[..] a fungdo 1/x? no intervalo ndo é integravel a Riemann porque as somas das
areas por falta e por excesso ndo convergem para o mesmo valor...ah, claro, ndo teria como
ter um valor pra drea, essa funcao nao é limitada nesse intervalo.

El: [..] essa fungdo [a de Dirichlet] néo é integravel a Riemann por causa da parti¢éo
do intervalo [a,b], em cada parte sempre vai ter infimo 0 e supremo 1[...] no caso de Lebesgue,
particionar [m,M], ndo tem a ver com infimo e supremo [...], mas com a medida dos conjuntos,
ai ndo tem esse problema.

D2:[...] aescolha da parti¢do no eixo elimina o problema de infinitos pontos de descon-
tinuidade, no caso dessa fungdo [de Dirichlet].

D1:/...Jmas em ambos os tipos de integrais, é preciso ter convergéncia das somas, por
falta e por excesso.

As falas dos alunos da dupla D1, que enfatizam a necessidade de convergéncia das
somas, por falta e por excesso, para que uma fungao seja integravel a Riemann e, de forma
analoga, integravel a Lebesgue, juntamente com as observacoes de E1 e D2, que destacam
as diferencas nas defini¢coes dos dois conceitos de integracao, evidenciam que os estudan-
tes compreenderam os conceitos, souberam diferencia-los e reconheceram as limitacdes
inerentes ao conceito de integral de Riemann.

CONSIDERACOES FINAIS

Os principios de design iniciais (1) e (2), descritos no item 4, foram fundamentais para
a caracterizacdao do produto educacional. Com base neles, foi possivel planejar atividades
que proporcionaram resultados promissores no ensino e na aprendizagem dos conceitos
abordados, além de contribuirem para a validacdao do produto educacional em termos de
validade, praticidade e efetividade.

No que diz respeito a efetividade, acreditamos té-la validado com base nos resulta-
dos expressivos alcancados em termos de imagens conceituais no nivel avancado nas ati-
vidades de sintese de cada unidade. Foram poucas as imagens do conceito classificadas
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no nivel inicial, embora tenhamos identificado dificuldades relacionadas a conhecimentos
prévios e a realizacao de processos por parte de alguns estudantes da turma.

As caracteristicas das atividades e a estrutura do produto educacional, organiza-
das nas trés unidades tematicas-Unidade 1: Integral de Riemann, Unidade 2: Primitivas e
Unidade 3: Integral de Lebesgue -, foram cruciais para que os estudantes diferenciassem
os conceitos de integral de Riemann e primitivas. Além disso, essas atividades permitiram
que percebessem a natureza dindmica da matematica, ao explorarem um novo conceito de
integracao. O estudo da integral de Lebesgue, em particular, favoreceu a compreensao de
conceitos previamente abordados, abrangendo desde no¢oes elementares, como a parti-
cdo de uma fungao em subintervalos, até conceitos de matematica avancada, como infimo,
supremo e aspectos relacionados a teoria da medida.

O grupo de colaboracao desempenhou um papel determinante, participando ativa-
mente de todas as etapas da pesquisa. Esse envolvimento foi um dos grandes diferenciais
da pesquisa baseada em design, possibilitando o desenvolvimento de um produto educa-
cional robusto que atendeu as necessidades do publico-alvo. Os profissionais do grupo con-
tribuiram desde os estudos iniciais até a proposicao e analise das atividades que compu-
seram o produto educacional, além de acompanharem a aplicagdao em sala de aula. Nesse
processo, observamos multiplas aprendizagens para os participantes, incluindo a analise
de problemas em seus contextos de trabalho, revisdes bibliograficas sobre o tema de es-
tudo, elaboracao de atividades e avaliacao de interveng¢des. Durante a aplica¢do, o grupo
contribuiu com criticas e revisdes das atividades. Assim, a pesquisa também fomentou a
cooperagao entre os docentes do curso, constituindo um verdadeiro processo de formacao
continuada.

Por fim, concluimos que os licenciandos compreenderam o conceito de integral de
Riemann, suas limita¢des e a necessidade de um novo conceito, como o da integral de Le-
besgue. As atividades desenvolvidas promoveram boas imagens conceituais, evidenciando
aspectos do pensamento matemético avancado.
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