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Resumo

No contedido do conhecimento matematico especializado que nos cumpre deter, enquanto professores de
matematica, existem elementos que sdo considerados criticos, e que apenas podem ser desenvolvidos em
contextos formativos com essa intencionalidade. O nivel de conhecimento que o professor detém determinaa
pratica interpretativa que desenvolve, e essa pratica especializada é sustentada no denominado Conhecimen-
to Interpretativo - que fundamenta interpretar as produc¢des dos alunos, e escutar as suas formas de pensar,
sejam corretas, incorretas ou ndo usuais. Buscando melhor compreender os elementos criticos que levam
ao desenvolvimento do Conhecimento Interpretativo de professores de matematica, focamos a atencdo nos
tépicos reflexdo e simetria, por serem problemaéticos para alunos e professores, e discutimos o conhecimento
revelado por professores que participam de um contexto formativo envolvendo duas Tarefas Interpretativas.
Os elementos criticos identificados referem-se ao conhecimento matemético especializado de procedimen-
tos, propriedades, fundamentos de reflexdo e simetria, além do conhecimento de registros de representacéo
de simetria. A partir desses elementos criticos, discutem-se as propostas formativas especializadas para o seu
desenvolvimento.

Palavras-chave: Conhecimento Interpretativo, Conhecimento Matematico Especializado, Formacdo de
Professores, Reflexao, Simetria.

Specialised Mathematical Knowledge of the teacher in the scope of
isometric geometric transformation reflection and symmetry: critical
elements for an interpretative practice

Abstract

As part of the specialised mathematical knowledge that we, as mathematics teachers, are required to possess,
there are elements that are considered critical and that can only be developed in formative contexts with such
intention. The level of teacher’s knowledge determines the interpretative practice that (s)he develops, and this
interpretative specialised practice is grounded on the so-called Interpretative Knowledge - which underpins
interpreting students’ productions and listening to their ways of thinking, whether correct, incorrect or unusu-
al. Aiming at to better understand the critical elements leading to the development of mathematics teacher’s
Interpretive Knowledge, we focus our attention on the topics of reflection and symmetry. These are two pro-
blematic topics for students and teachers, and here we discuss the knowledge revealed by a group of teachers,
which were part of a formative context, using for such Interpretive Tasks. The critical elements identified refer
to specialised mathematical knowledge of procedures, properties, foundations of reflection and symmetry,
as well as knowledge of registers of representations in the scope of symmetry. Grounded on such critical ele-
ments, we discuss the specialised formative proposals for their development.

Keywords: Interpretative Knowledge, Specialised Mathematical Knowledge, Teacher for Education, Reflection,
Symmetry.
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Conhecimento Matematico Especializado do professor no &mbito da transformacdo geométrica isométrica...

Conocimiento Matematico Especializado del profesor en el
ambito de la transformacion geométrica isométrica reflexion y
de la simetria: elementos criticos para una practica interpretativa

Resumen

En el contenido del conocimiento matematico especializado que nosotros, como profesores de matematicas,
debemos poseer, hay elementos que se consideran criticos, y que s6lo pueden ser desarrollados en contextos
de formacién con este objetivo. El nivel de conocimiento que posee el profesor determina la practica inter-
pretativa que desarrolla y esta practica especializada se sustenta en el llamado Conocimiento Interpretativo
- que fundamenta la interpretacion de las producciones de los alumnos, y la escucha de sus formas de Pensar,
sean correctas, incorrectas o inusuales. Buscando comprender mejor los elementos criticos que conducen al
desarrollo del Conocimiento Interpretativo de los profesores de matematicas, enfocamos nuestra atenciéon
en los tépicos de reflexion y simetria, ya que son problematicos para alumnos y profesores, y discutimos el
conocimiento revelado por profesores que participan en un contexto formativo involucrando dos Tareas In-
terpretativas. Los elementos criticos identificados se refieren al conocimiento matematico especializado de
procedimientos, propiedades, fundamentos de reflexién y simetria, ademds del conocimiento de registros de
representacion de simetria. A partir de estos elementos criticos, se discuten propuestas de formacién especia-
lizada para su desarrollo.

Palabras clave: Conocimiento Interpretativo, Conocimiento Mateméatico Especializado, Formacién de
Profesores, Reflexion, Simetria.

INTRODUCAO

Assumindo que o conhecimento do professor necessita ser desenvolvido tanto na
formacao inicial quanto na continuada, de modo que ocorra o tao esperado impacto que a
formacao deve, efetivamente, ter na pratica profissional do professor, a formacao de profes-
sores de matematica necessita considerar as especificidades do conhecimento do professor,
e ndo as generalidades (Ribeiro, 2018). Tal especificidade leva em consideracao que existe
um conjunto de conhecimento que é especifico e especializado para a pratica profissional
de possibilitar que os alunos entendam e desenvolvam o seu conhecimento matematico, a
partir do que e como conhecem (Ribeiro et al., 2021a).

Entendemos que a pesquisa e a formagdo de professores sao indissociaveis e, nesse
sentido, as perspectivas formativas, com foco no desenvolvimento do conhecimento espe-
cializado do professor, sao concebidas de forma imbricada, assumindo-se a conceitualiza-
cao do Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge - MTSK* (Carrillo et al., 2018) e do Co-
nhecimento Interpretativo (Jakobsen et al., 2014).

O MTSK esquadrinha o conhecimento do professor, conceitualizando-o como um
todo especializado nas dimensdes matematicas (Conhecimento Matematico Especializado)
e pedagobgicas (Conhecimento Pedagogico Especializado). O Conhecimento Interpretativo
corresponde ao conhecimento matematico especializado que fundamenta, também, a pra-
tica interpretativa do professor (Ribeiro, 2024), que, por sua vez, permite interpretar e atri-

4 Utilizamos a nomenclatura em inglés, reconhecida internacionalmente, e considerando que a tradugdo implica numa des-
significacdo, que se encontra associada a cada uma das dimensoes da conceitualizagdo.
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buir significado aos raciocinios e formas de Pensar matematicamente dos alunos que sao
exteriorizadas por suas producoes (Jakobsen et al., 2014).

Ambas conceitualiza¢des (MTSK e CI) possuem entrelacamentos (Silva et al., 2025),
possibilitando compreender o conhecimento esperado que o professor venha a deter em
cada tépico matematico, para que possa, posteriormente, implementar uma pratica profis-
sional que permita aos alunos desenvolverem seu conhecimento e competéncias matema-
ticas. Nesse sentido, as propostas formativas necessitam desenvolver o contetdido do conhe-
cimento do professor, possibilitando uma pratica matematica inovadora (Ribeiro & Silva,
2024).

Alguns dos elementos constituintes desse Conhecimento Matematico Especializado,
que cumpre ao professor de matematica deter, sdo entendidos como criticos, sem os quais
(sem esse conhecimento profundo) se torna impossivel efetuar uma pratica interpretativa
de mais elevado nivel. Para identificar e desenvolver esses elementos criticos, e tendo em
mente que o conhecimento matematico especializado necessita de contextos formativos
para ser desenvolvido - ndo se desenvolve na pratica com os alunos (Ribeiro et al., 2013) -,
temos vindo a conceitualizar e implementar Tarefas para a Formagao - TpF (Ribeiro et al.,
2021a), sendo as Tarefas Interpretativas (Mellone et al., 2020) um tipo de TpF que permite
aceder e desenvolver o Conhecimento Interpretativo. Todas as TpF que conceitualizamos
sao entendidas como instrumento de coleta de informacGes para a pesquisa (sempre pos-
suem uma questao de pesquisa associada) e como recurso para as discussoes de desenvol-
vimento de conhecimento do professor.

Essas TpF centram-se em tépicos matematicos problematicos para alunos (e profes-
sores). Dois desses topicos referem-se a transformacgao geométrica isométrica reflexao e a
simetria (e.g., Karadeniz et al. (2015) e Son (2006) para dificuldades de professores, e Bulf
(2010), Kuchemann (1980) e Ribeiro et al. (2021b) para dificuldades de alunos).

Para entender o contelido do Conhecimento Especializado e Interpretativo do pro-
fessor, e os elementos criticos que os compdem, conceitualizamos e implementamos um
contexto formativo envolvendo 15 professores de matematica dos Anos Finais e Ensino Mé-
dio, em que, em um dos encontros, a Tarefa Interpretativa associada focou a transformacao
geométrica isométrica reflexao e, em outro encontro, o foco da Tarefa Interpretativa foi a
simetria. Associada as Tarefas Interpretativas, elencamos a questao de pesquisa®: que ele-
mentos criticos promovem o desenvolvimento do Conhecimento Interpretativo de profes-
sores de matematica no ambito da reflexao e da simetria, e como esses elementos impac-
tam em diferentes tipos de praticas interpretativas?

5 Uma versdo prévia deste artigo discute-se no VIl Congreso Iberoamericano sobre Conocimiento Especializado del Profesor
de Matematicas (VII CIMTSK).
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ALGUMAS DISCUSSOES TEORICAS

H4 uma relacao entre o conhecimento do professor e os resultados dos alunos a ma-
tematica (Grossman, 2010). Se buscamos contribuir para melhorar os resultados dos alunos,
pela melhoria da qualidade das suas aprendizagens é, portanto, fundamental direcionar a
atencdo para os elementos criticos do conhecimento do professor (e alunos) em cada tépico.
Isso porque, esse conhecimento impacta diretamente na pratica profissional do professor.
No contexto da Geometria, observa-se que os alunos revelam dificuldades, por exemplo,
nas transformagdes geométricas isométricas (translacao, reflexdo e rotacao) e na simetria.

Dentre essas isometrias, focamos na reflexao, que corresponde a uma transforma-
cao efetuada em uma figura a partir de um eixo (reflexdo axial) ou de um ponto (reflexao
central), e as principais dificuldades dos alunos referem-se a: (i) distinguir entre reflexao
central e axial (Bulf, 2010); (ii) realizar a reflexao; (iii) diferenciar reflexao de simetria (Ribeiro
et al., 2021b). Da mesma forma, os professores apresentam, também, dificuldades ao dife-
renciar, por exemplo, reflexdo de rotacdo (Son, 2006) e efetuar a reflexao com eixos obliquos
- assim como os alunos (Karadeniz et al., 2015).

Simetria é uma propriedade de algumas figuras; pode haver simetrias do tipo central
(identificada a partir de um ponto), axial (identificada a partir de um eixo), radial (identifica-
da a partir de um mesmo angulo) ou translacional (identificada a partir de um vetor). Aqui,
centramos as discussoes na simetria axial, em que as maiores dificuldades dos alunos sao:
(i) identificar todos os eixos de simetria que uma figura possui (Yetis & Ludwig, 2013); (ii)
identificar um eixo de simetria corretamente, ou ndo reconhecer um eixo de simetria correto
(Jones, 2012); (iii) diferenciar reflexao de simetria (Bulf, 2010; Ribeiro et al., 2021b). Ja as di-
ficuldades dos professores no ambito da simetria relacionam-se a: (i) distinguir reflexao de
simetria (Ribeiro et al., 2021b); (ii) identificar o eixo de simetria (Turgut et al., 2014).

O conhecimento profundo, que se espera que o professor detenha, nao envolve ape-
nas um conhecimento da matematica pura por si s6, nem um conhecimento que cumpre a
qualquer professor conhecer (conhecimento pedagdgico geral). Corresponde, portanto, a
um conhecimento que é especifico do professor de matematica, e que é entendido como
especializado, por ser singular a sua pratica profissional de possibilitar que os alunos enten-
dam matematica. Tal conhecimento é entendido, aqui, a partir das conceitualizacées do Ma-
thematics Teacher’s Specialised Knowledge - MTSK (Carrillo et al., 2018) e do Conhecimento
Interpretativo - Cl (Jakobsen et al., 2014).

O MTSK corresponde a uma conceitualizacao teérica e analitica do conhecimento
profissional do professor de matematica, e é representado em um modelo (Figura 1). Embo-
ra seja organizado em trés dominios (Mathematical Knowledge, Pedagogical Content Know-
ledge e Beliefs) focamos no Mathematical Knowledge, pois seu contetdo define o Conheci-
mento Interpretativo (Ribeiro, 2024; Silva & Ribeiro, 2025).
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Figura 1 - Dominios do modelo MTSK
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Fonte: Carrillo et al., (2018, p. 241)

O Mathematical Knowledge (MK) consiste no conhecimento matematico do profes-
sor, contextualizado dentro da disciplina cientifica matematica (Carrillo et al., 2018). Para
fins organizacionais e analiticos, consideram-se os subdominios: Knowledge of Topics (KoT),
Knowledge of the Structure of Mathematics (KSM) e Knowledge of Practices in Mathematics
(KPM). Aqui, discutimos o contelido do KoT, apresentando exemplos de seu contetdo no
escopo dos topicos reflexao axial e simetria axial®.

Knowledge of Topics (KoT) refere-se ao conhecimento do professor em cada um dos
topicos matematicos, abrangendo conhecer uma lista (ndo exaustiva) das propriedades
de cada tépico e, destas, quais sdo as fundamentais, que o sustentam, além de considerar
quais serao as propriedades minimais utilizadas nas possiveis defini¢des. Inclui, também, o
conhecimento dos procedimentos (para além de aplicar a regra), dos distintos registros de
representacao que podem ser empregues para representar um determinado tépico ou um
elemento associado, e da fenomenologia e aplicagdes de cada topico (Carrillo et al., 2018).
Constitui-se em quatro categorias: (i) procedimentos; (ii) definicdes, propriedades e funda-
mentos; (iii) registros de representacao; (iv) fenomenologia e aplicagoes.

Em (i) procedimentos, inclui-se o conhecimento dos diversos procedimentos em
matematica para resolver algo (problema ou exercicio), e relaciona-se a conhecer como se
faz, quando se pode fazer e porque se faz esse algo, além das caracteristicas do resultado.
No escopo da reflexao consiste, por exemplo, conhecer que para efetuar a reflexao de uma
figura (em 2D) no plano, a partir de um determinado eixo de reflexdao, podem ser seguidas
as seguintes etapas: (1) escolher um ponto qualquer pertencente a figura, tracando uma

5 A partir de agora, onde se |é reflexdo devera ser entendido como reflexdo axial, e onde se |é simetria devera ser entendida
como simetria axial.

PARADIGMA, Maracay, XLVI, Edicién Tematica, Numero 1, €2025021, 2025 5



Conhecimento Matematico Especializado do professor no &mbito da transformacdo geométrica isométrica...

reta perpendicular ao eixo e que o contenha; (2) marcar o ponto de interseccao entre essa
reta e o eixo; (3) medir a distancia entre o ponto da figura e o ponto de interseccao entre a
reta e o eixo; (4) transpor essa distancia para o lado oposto ao eixo de reflexao, marcando o
ponto refletido; (5) repetir as etapas anteriores, procedendo, de forma andloga, para alguns
outros pontos da figura, escolhendo estrategicamente os que minimizarao tal repeticao; (6)
unir os pontos refletidos, obtendo a imagem. Concernente a simetria, inclui conhecer que
um exemplo das etapas utilizadas para identifica-la, em uma figura, sdo: (1) dividir a figura,
tracando uma reta (eixo de simetria); (2) verificar que as duas partes obtidas sao realmente
congruentes e se sobrepoem totalmente.

A categoria (ii) definicdes, propriedades e fundamentos sera apresentada seguindo
uma sequéncia naturalmente légica do ponto de vista matematico, para uma melhor com-
preensao, em que primeiro se discute a componente propriedades; depois, os fundamentos
e, por fim, as definicoes.

Relativo a (ii) propriedades, incorpora o conhecimento do professor sobre os atribu-
tos matematicos que sao comuns aos elementos de uma mesma classe de equivaléncia do
topico. Um exemplo em reflexao envolve conhecer que se trata de uma isometria (preserva
distancias), transformando uma figura em outra congruente. Em simetria inclui, por exem-
plo, conhecer que algumas figuras podem ter um ou mais eixos de simetria.

Ja (ii) fundamentos, refere-se ao conhecimento de que, dentre o conjunto de pro-
priedades de um tépico, existem aquelas que sao fundamentais, garantindo sua existéncia.
Logo, os fundamentos sao um subconjunto das propriedades. Em reflexao contempla, por
exemplo, conhecer que o eixo de reflexao é um de seus fundamentos. Em simetria consiste,
por exemplo, conhecer que o eixo de simetria é um de seus fundamentos.

Referente a (ii) defini¢des, abrange o conhecimento de um conjunto minimal de pro-
priedades que permitem identificar, univocamente, o ente matematico, sendo que existem
multiplas definicdes para cada tépico. No ambito da reflexao refere-se a, por exemplo, co-
nhecer que uma possivel definicao de reflexdao corresponde a transformacao geométrica
isométrica efetuada a partir de um eixo de reflexao no plano, que deixa invariante cada pon-
to de e transforma cada ponto Pem um ponto P’ diferente, tal que é a mediatriz do segmen-
to de reta . Em relagdo a simetria inclui, por exemplo, conhecer que uma possivel forma de
definir simetria é: uma figura tem simetria axial a partir de um eixo [, quando coincide com
suaimagem pela reflexao a partir de [.

Em (iii) registros de representa¢do engloba o conhecimento das diferentes maneiras
de representar um topico, logo, dos diversos tipos de registros passiveis de utilizagdo, como
os graficos, algébricos, aritméticos, pictéricos, considerando a linguagem escrita ou verbal.
Um exemplo, no ambito da reflexdo, consiste em, por exemplo, conhecer que uma figura (ou
cada um de seus pontos) e sua imagem podem ser representados algebricamente por uma
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letra mailscula latina, e essa mesma letra acrescida com um apdstrofo, ou seja, e, respec-
tivamente, podendo o ponto pertencente a imagem ser lido (representacao em linguagem
verbal) como linha. No escopo da simetria consiste, por exemplo, conhecer que um registro
de representacao pictérico ao se identificar a simetria em uma figura é apresentado na Fi-
gura 2.

Figura 2 - Exemplo de registro de representagdo pictérico no @mbito da simetria

Fonte: Elaboracdo prépria

No tocante a (iv) fenomenologia e aplica¢des, abrange o conhecimento dos fenome-
nos relacionados a cada topico e dos contextos (sejam internos ou externos a matematica)
que permitem sua aplicacao. Dependendo das aplica¢des do topico, seus varios sentidos
(que evocam as distintas maneiras de interpretar o tépico) surgem, permitindo compre-
endé-lo de modos variados. No ambito da reflexao envolve, por exemplo, conhecer que a
reflexao é entendida como um movimento rigido de uma figura (em 2D) em que se efetua
uma operacao com a figura que é refletida em relacao a uma reta (eixo), obtendo-se pontos
correspondentes da imagem que se localizam inversamente a figura em relacdo a esse eixo
de reflexao. Em simetria abarca, por exemplo, conhecer que a simetria é entendida como
uma propriedade de algumas figuras, de modo que essas figuras podem, sempre, ter sido
obtidas por transformacdes geométricas isométricas.

O Conhecimento Interpretativo (Cl) é definido, de acordo com a Enciclopédia Sprin-
ger Nature, como:

[...] o conhecimento matematico amplo e profundo que permite aos professores
apoiarem os alunos no desenvolvimento de seu préprio conhecimento matematico
tendo como ponto de partida seus proprios raciocinios e producdes, independen-
temente de serem ndo usuais ou incorretas. O Cl complementa o conhecimento de
erros tipicos ou estratégias dos alunos, com o conhecimento de possiveis origens de
erros tipicos e atipicos e o conhecimento do uso dos erros como uma efetiva fonte de
aprendizagem [...] (Di Martino et al., 2020, p. 426).

0 Cl, enquanto um conhecimento matematico especializado, fundamenta a pratica
interpretativa do professor, que permite interpretar as formas de Pensar dos alunos expres-

sas nas suas producdes, envolvendo atribuir significado aos raciocinios e estratégias (Silva
& Ribeiro, 2025), mesmo que sejam matematicamente inadequados ou ndo usuais - podem
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ser matematicamente adequadas, mas sao inesperadas para o professor (Jakobsen et al.,
2014).

Nesse sentido, a pratica interpretativa (tipo e foco de interpretacdao associada) de-
pende diretamente do nivel de Cl do professor (Silva & Ribeiro, 2025), e consideram-se qua-
tro niveis (e.g., Mellone et al. (2017) e Silva e Ribeiro (2024)). Esses niveis de Cl ndo envol-
vem uma gradacao discreta, mas sim continua,’ e sdo exteriorizados por diferentes praticas
interpretativas: (i) interpretagdo equivocaday; (ii) interpretacao avaliativa; (iii) interpretacao
para a pratica letiva; (iv) interpretacao como pesquisa.

A (i) interpretacao equivocada (nivel 0 de CI) envolve interpretar como matematica-
mente adequada uma producao que nao é. Isso nao equivale a auséncia de conhecimento,
mas relaciona-se a um baixo nivel de Conhecimento Matematico Especializado que nao per-
mite, sequer, validar (ou ndo) a matematica presente na produc¢do. Em relacao a (ii) interpre-
tacdo avaliativa (nivel 1 de Cl), refere-se ao conhecimento que leva o professor a considerar
matematicamente adequada toda producao de aluno que tenha correspondéncia com a
sua, assumindo as demais como inadequadas. Sobre a (iii) interpretacao para a pratica letiva
(nivel 2 de Cl), corresponde com o conhecimento que permite projetar as etapas educacio-
nais, levando em considera¢ao o que interpreta nas produgdes. Ja a (iv) interpretacao como
pesquisa (nivel 3 de Cl), condiz com o conhecimento que fundamenta escutar e entender as
formas de Pensar matematico dos alunos (Mellone et al., 2023) e os porqués das estratégias
utilizadas para resolver um determinado problema, ainda que nao sejam adequadas, logo,
o professor até revé sua propria formalizacao matematica.

Para um melhor entendimento dessas praticas, se exemplifica cada uma delas, con-
siderando uma Tarefa para o aluno, cujo problema consiste em obter a frente de uma cami-
seta e, para tal, é necessario realizar uma reflexdo com uma figura localizada no 2.° quadran-
te do plano cartesiano, obtendo aimagem no 1.° quadrante, de modo que o eixo de reflexdao
definido coincida com o eixo das ordenadas. Contudo, o aluno efetua uma reflexao conside-
rando o eixo das abscissas como eixo de reflexdo, e sua producao é apresentada na Figura 3.

Figura 3 - Exemplo de uma produgdo de aluno no ambito da reflexdo

I0eW 8T B o5 5 )T -] 113485678910

Fonte: Arquivo da pesquisa

7 Aforma como o desenvolvimento do Cl ocorre pode ser associada a densidade dos nimeros racionais.
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Em uma interpretagdo equivocada, essa producao seria interpretada como adequa-
da, jad que o aluno efetuou uma reflexao, utilizando adequadamente os procedimentos, ape-
nas desconsiderou o eixo de reflexdao adequado para resolver o problema. Em relagcao uma
interpretacao avaliativa, essa producao é interpretada, somente, como matematicamente
inadequada. Ja em uma interpretacao para a pratica letiva, a producao é interpretada como
matematicamente inadequada, mas ndo so, pois o professor assume (em futuras imple-
mentacgoes de tarefas neste ambito), a necessidade de discutir com os alunos a posi¢cao do
eixo a ser considerado. Relativo a uma interpretacao como pesquisa, por se referir a um
nivel mais elevado de Cl, o professor interpreta tal produgao como matematicamente inade-
quada, todavia, evidencia como ponto de partida para as discussoes o que e como o aluno
ja conhece, relativo aos procedimentos adequados da reflexao e até algumas propriedades,
como a equidistancia entre todos os pontos da figura e seus correspondentes refletidos na
imagem. Consequentemente, por ndo haver coeréncia matematica em relacao ao que foi
efetuado e ao que foi solicitado na tarefa - sustentado na comum dificuldade dos alunos em
interpretar a matematica requerida para resolver o problema e ndo apenas em saber fazer
-, 0 professor com esse nivel de Cl discute as possiveis direcoes que o eixo de reflexao pode
assumir, e qual dessas determina um eixo que resolve a tarefa.

CONTEXTO E METODO

A partir de um contexto formativo (40 horas - nove encontros) visou-se aceder e de-
senvolver o Cl de 15 professores de matematica dos Anos Finais e Ensino Médio (lecionam
paraalunosentre 11 e 18 anos, no cendrio brasileiro), no ambito das transformacoes geomé-
tricas isométricas e simetria. Nesse contexto formativo, englobou cinco Tarefas Interpretati-
vas - Tl (Mellone et al., 2020), e os dois primeiros autores deste texto foram os formadores.

As Tl tém como objetivo aceder e desenvolver (pela discussao especializada que se
efetua) o Conhecimento Interpretativo e Especializado do professor de matematica em tépi-
cos matematicos considerados problematicos diante das dificuldades que os alunos e pro-
fessores revelam. Sao estruturadas em trés partes: Parte Preliminar, focada em direcionar
a atencdo do professor para o tépico e categorias que se discutirdo por meio de perguntas
associadas ao seu conhecimento e experiéncias anteriores com esse tépico; Parte I, que
contém uma Tarefa para o aluno (Ta) a partir da qual consideram-se questdes direciona-
das para discutir e desenvolver o contetdo de algumas das categorias do conhecimento
especializado do professor; Parte I, que sempre visa aceder e desenvolver o Cl e que, aqui,
contempla algumas produgdes de alunos para a Ta, que servem de elemento detonador
para a interpretacao e atribuicao de significado e proposicao de feedback construtivo para
tais producoes.
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Buscando aceder e desenvolver o conhecimento dos participantes relativamente a
diferenca entre reflexao e simetria coletamos as produ¢des dos professores durante o en-
contro trés (15 professores presentes), cuja Tl se focava na reflexao, e no encontro seis (13
professores presentes), em que a Tl focou a simetria.

ATl implementada no encontro trés (Figura 4) tem o objetivo formativo de possibi-
litar o desenvolvimento do Conhecimento Interpretativo no ambito da reflexao axial, com
foco nas conexdes com outros topicos e a estrutura matematica que a permeia, além de
diferenciar a reflexdo das demais transformacgdes e simetria. Discutem-se, aqui, as ques-
tdes que sao foco de andlise, em que se objetiva (questao 1. da Parte I) aceder e desenvol-
ver o conhecimento relativo aos procedimentos, propriedades e fundamentos da reflexao.
Além disso, propoem-se quatro producdes de alunos para serem interpretadas (questao 1.
(a) da Parte Il), porém, foca-se em uma (producao de Lucas), em que se visa fomentar a
compreensao critica que sustenta escutar o Pensar matematico do aluno e desenvolver o
conhecimento necessario para que se entendam as dificuldades dos alunos em determinar
adequadamente o eixo de reflexao. Também, objetiva-se (questao (b) da Parte II) promover
o desenvolvimento do Cl para interpretar o raciocinio matematico envolvido.

Figura 4 - Parte da Tarefa Interpretativa no ambito da reflexdo

Entendendo e diferenciando a reflexdo

Parte |

Tarefa 2: Refletindo o desenho

(Deve explicar sempre o seu raciocinio, descrevendo o processo que usar para responder a ques-
tdo. Pode fazé-lo usando esquemas, palavras, calculos, ...)
1. O filho da Dona Margarida é professor de matematica e ao observar sua mae costurando, resol-
veu levar para sala de aula a ideia, relacionando-a com o Plano Cartesiano. Complete a imagem
abaixo representando exatamente o que a Dona Margarida obterd ap6s abrir o tecido.

=10-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1234 5 67 89 10

R N S
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Considere a tarefa anterior:
(i) Resolva a Tarefa por si mesmo (sem pensar em um contexto de ensino).

[...]
Parte Il

1. Aprofessora Regina estava com dificuldades em entender algumas produgdes
de seus alunos referente a Tarefa 2 e resolveu discuti-las com alguns colegas
de matematica durante a reunidao pedagégica:

¥ =7 =65 4 -3 3 -1 1234854878810

HENRER X AR
R0 O e

Producéo de Lucas
(a) Apds analisar essas producoes considera que alguma estd matematicamente incor-
reta? Justifique.
(b) Qual considera que pode ter sido o raciocinio matematico dos alunos em cada uma
das producdes?

[...].

Fonte: Arquivo da pesquisa

A producao de Lucas foi incluida com o objetivo de discutir a dificuldade dos alunos
em reflexdo, associada a determinar adequadamente o eixo. Lucas efetuou uma reflexao
considerando os procedimentos de modo matematicamente adequado, mas o eixo de refle-
xao utilizado (coincidente ao eixo das abscissas) é incorreto, pelo que a resposta esta incor-
reta para a pergunta efetuada - ndo tem correspondéncia com o problema (obter a frente
da camiseta).

ATl implementada no encontro seis (Figura 5) tem o objetivo formativo de possibili-
tar o desenvolvimento do Conhecimento Interpretativo no ambito da simetria, com foco nas
conexodes com outros topicos e a estrutura matematica que a permeia, além de diferencia-la
das demais transformagoes. Considerando para a discussao somente as questoes que sao
foco de andlise, visa-se (questdo (c) (ii) da Parte I) aceder e desenvolver o conhecimento
envolvido em identificar (quantificando-os) e determinar (procedimentos para tracgar) eixos
de simetria ao efetuar alguns movimentos (transformacdes geométricas isométricas). Além
disso, objetiva-se, também, (questdo 2. da Parte Il) aceder e desenvolver o Cl envolvido em
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interpretar uma producao de aluno (Sofia), que é matematicamente incompleta, conside-
rando o que é solicitado na tarefa e, a partir dessa interpretac¢do, validar uma producao ma-
tematicamente adequada (Inés), em que é requerido ao professor determinar os possiveis
procedimentos efetuados para obter quatro eixos de simetria.

Figura 5: Parte da Tarefa Interpretativa no ambito da simetria

Entendendo por que simetria ndo é sindnimo de transformagao geométrica isométrica

Tarefa: Em busca da simetria
(Deve explicar sempre o seu raciocinio, descrevendo o processo que usar para responder a ques-
tdo. Pode fazé-lo usando esquemas, palavras, calculos, ...)
1. O tabuleiro do jogo “Em busca da simetria” € um quadrado de 4 por 4, em que cabem 16 pecas
(quadrados menores coloridos de diferentes cores de um dos lados e todos da mesma cor do outro
lado). A seguir, apresenta-se um tabuleiro cujas pegas sao coloridas com quatro cores diferentes:

Imagine que vocé esta jogando e tem as pecas organizadas como na imagem acima.

[...]
(c) E possivel movimentar as pecas para ter:

[...]

(ii) Quatro eixos de simetria? Justifique e trace os eixos de simetria se for possivel

[...]

1. Considere a tarefa anterior:
(i) Resolva a Tarefa por si mesmo (sem pensar em um contexto de ensino).

Parte Il
[...]
2. No momento seguinte, Sofia mostrou para a professora Joana a sua producao e disse que sé
tinha encontrado dois eixos de simetria. Inés olhou para a producao de Sofia e fez uma pequena
mudanca em sua producao e disse que obteve quatro eixos de simetria. O que Inés podera ter fei-
to? E possivel que Inés esteja correta? Qual podera ser a producéo de Inés?

Producao de Sofia Producao de Inés
Fonte: Arquivo da pesquisa
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A producao de Sofia foi incluida porque permite discutir, a partir de uma figura si-
métrica, a quantificacdo dos eixos de simetria, tendo em mente que os alunos tém mais
facilidade em identifica-los quando estdo dispostos nas dire¢des horizontal e vertical, em
comparacao com as dire¢des obliquas. Para resolver o problema (tragar os quatro eixos de
simetria), a cor das pecas deve ser considerada para que a figura seja simétrica. Isso deve
ser feito utilizando apenas pecas de trés cores (vermelho e verde), obtendo-se a terceira cor
virando as pecas (azul e amarelo), uma vez que as pecas tém o outro lado da mesma cor.

A implementacao de ambas as Tl ocorreu seguindo a mesma estrutura, em que os
professores discutiram e responderam as Tl, organizados em quatro pequenos grupos (G1,
G2, G3 e G4) de trés ou quatro, constituidos sempre pelos mesmos integrantes. Apos termi-
narem de responder, ocorreu a discussao em plendria.

Para a analise, coletou-se as producdes dos professores (escritas e em dudio e video)
referente as respostas para as Tl. As producoes escritas foram transcritas ipsis litteris e, ap6s
esse processo, as transcricdes foram codificadas de forma que, por exemplo, (E6112CI_G2)
corresponde a uma producao do encontro seis (E6), da Parte Il da Tl (II), referente a questao
2(2), e que se remete ao Conhecimento Interpretativo (Cl) do grupo 2 (G2).

Em cada uma das producdes foram identificadas evidéncias de conhecimento, e
agruparam-se as do mesmo tipo considerando os subdominios e categorias do MTSK ou
do Cl - considerando as praticas interpretativas definidas por Mellone et al. (2017). Nesse
processo de identificacdo, as evidéncias de conhecimento especializado foram destacadas
com cores especificas, utilizando as cores presentes nos livros da Colecao CIEspMat - For-
macao. Essa é uma opc¢ao nas pesquisas que se desenvolvem no grupo CIEspMat8, pois
possibilita que, quando se discute a analise no seio do grupo, todos estejam no mesmo
ponto de partida. Ja para a identificacao das evidéncias de Cl, utilizou-se a cor cinza, bem
como identificaram-se palavras-chave (alternando a cor da fonte para vermelho) associadas
a uma validagao (ou nao) do conhecimento considerado nas producdes dos alunos que sao
interpretadas.

Além disso, as evidéncias de conhecimento sdao associadas a descritores, que sao
identificados por acrénimos. Esses descritores sao apresentados sempre de forma matema-
ticamente adequada, e, quando o conhecimento revelado € matematicamente inadequado,
utiliza-se *; quando se refere a um conhecimento incompleto utiliza-se **; quando nao foi
revelado algum conhecimento que é necessario para a discussao inclui-se o acronimo do
descritor entre colchetes []. O acronimo, por exemplo, KoTpS1 associa-se a um descritor de
conhecimento do Knowledge of Topics (KoT), relativo a propriedades (p) de simetria (S), em
que se tem, pela primeira vez, no texto de andlise (1).

8 O CIEspMat ¢ um grupo de Pesquisa e Formagao que desenvolve trabalhos focados no desenvolvimento do Conhecimento
Interpretativo e Especializado do professor e futuro professor de e que ensina matematica — desde a Educagdo Infantil ao
Ensino Médio. http://ciespmat.com.br
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ANALISE E DISCUSSAO

Iniciamos por apresentar a andlise focando no Conhecimento Matematico Especiali-
zado (MK) revelado e, posteriormente, no Conhecimento Interpretativo (Cl).

Para a questao da Tarefa para o aluno no ambito da reflexao (encontro trés), traze-
mos as produc¢oes dos professores do G3 e G4, que sao mais representativas das categorias
a que pertencem, e porque as producdes dos demais grupos (G1 e G2) sao do mesmo tipo
do G3.

Figura 6: Producdes dos professores do G3 e G4
para a questdo 1 da Tarefa para o aluno no ambito da reflexao

=3

E3I1CE_G3: E311CE_G4:
Fonte: Arquivo da pesquisa

Todos os grupos apresentaram uma resposta que, do ponto de vista matematico,
ndo é adequada. Ao efetuarem a reflexao da figura ndo tracaram o segmento para fechar
a figura (o que é necessario), e nao coloriram a sua parte interna (também necessario para
representar que os pontos internos da figura sdo refletidos e nao apenas sua fronteira). As-
sim, revelam um conhecimento incompleto, relativamente as condi¢gdes necessarias e sufi-
cientes de procedimentos de reflexao, que, sendo completado, se refere a conhecer que um
conjunto de procedimentos para efetuar a reflexao de uma figura, envolve considerar alguns
dos pontos, refleti-los a partir de um eixo de reflexao, obtendo a imagem ao unir todos os
pontos refletidos (KoTpE1**).

Além disso, apenas os constituintes do G4 denominaram os pontos da imagem e,
revelando conhecer que, na reflexao, todos os pontos originais sao transformados e fazem
parte da nova figura - imagem (KoTppEl).

Relativamente a interpretacao (Parte Il), os grupos apresentam as producoes a seguir
(Figura 7).

Figura 7: Producdes dos professores para a questdo 1. (a) e (b) da TI no @mbito da reflexdo com
foco na producao de Lucas

Producao Transcricao com evidéncia destacada

to- O e w danfe puticla £ el o [E311aCI_G1: 1a - Em relacdo a tarefa pedida
Jornfis | Jeclen e muoniden, wm peponds T , . . o
Ao s prodiiin ol Guovana | dobe 4 "Bl fogen 1% | UE € construir a camiseta, todas estao incor-
el yios b o LS AL retas, porém, pensando na reflexdo as pro-
= e dugdes de [...] Lucas [...] sdo possiveis mas

nao no eixo pedido.

E3IIbCI_G1: Lucas fez uma reflexao no eixo
das abscissas.
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- s twcegfeej E3llaCl_G2: [...].
5 VtfFlexec 0o 7 22 o 47 o2 venle  viilizsudy .
o tixs X o eixo JR refle. E3IIbCI:G2.oLucasfez N
a reflexdo do 2° para o 3° quadrante utilizan-
do
0 eixo X como eixo de reflexao.

E311aCl_G3: Todas as situagoes estdo incorre-
} tas considerando o

e - - | contexto da tarefa.

E3IIbCI_G3: L - realizou uma reflexdo tendo
como “base” areta.

M. P o Wodanlis J}Abvww Wby T ool E3llaCl_G4: N3o. Pois os estudantes fizeram
; outras transformacdes

geométricas

E3IIbCI_G4: Lucas: Refletiu a partir do eixo x

Fonte: Arquivo da pesquisa

Os professores do G1 e G3 assumiram, explicitamente, a producao do aluno como
incorreta (GI: (...) todas estdo incorretas (...)), € ambos estdo situados no nivel 2 de CI que
sustenta uma interpretacao para a pratica letiva (Mellone et al., 2017), uma vez que justifi-
cam porque consideraram a produ¢ao como incorreta, pautando-se no conhecimento ma-
tematico de Lucas ao efetuar reflexao.

Assim, os elementos do G1 revelaram conhecer que o raciocinio de Lucas se refere a
uma reflexao (pensando na reflexdo as produgdes de [...], Lucas [...] sGo possiveis) e apontam
que o erro consistiu em desconsiderar o eixo de reflexao adequado (fez uma reflexdo no eixo
das abscissas.), sustentado em conhecer que, a depender do eixo de reflexao que se consi-
dera, obtém-se a imagem em um determinado local do plano (KoTfE1).

Os constituintes do G3, por sua vez, revelaram um conhecimento de que o raciocinio
matematico de Lucas também envolveu uma reflexao, mas que se trata de uma producao
matematicamente inadequada, pois o eixo considerado (/...] a reta ) nao permite resolver o
problema da tarefa - contexto da tarefa (KoTfE1).

Os integrantes dos demais grupos (G2 e G4) ndo assumiram a producao de Lucas
como matematicamente incorreta. Ainda que os professores do G2 nao explicitaram que a
producao de Lucas é incorreta, revelando conhecer que seu raciocinio consistiu em efetuar
uma reflexao (do 2° para o 3° quadrante utilizando o eixo X como eixo de reflexdo). Essa inter-
pretacdo enquadra-se como sendo avaliativa (nivel 1 de Cl), pois somente identifica o erro, e
correspondente a conhecer que, ao se efetuar uma reflexao assumindo o eixo das abscissas
como eixo de reflexdao, uma figura que estd localizada no 2.° quadrante, ao ser refletida, em
termos de caracteristicas do resultado, suaimagem sempre serd localizada no 3.° quadrante
[(KoTpE2)].
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Em G4, ao explicitarem que “ndo”, que nenhuma producdo esta matematicamente
incorreta, efetuaram uma pratica interpretativa que se associa a uma interpretacao equivo-
cada (nivel 0), uma vez que assumiram como matematicamente adequada uma producao
que é matematicamente inadequada (Silva & Ribeiro, 2024). Revelaram conhecer que como
a forma de Pensar de Lucas envolveu uma reflexao (Refletiu a partir do eixo x), a sua respos-
ta é matematicamente adequada - e aqui, apesar de ter sido efetuada uma reflexao, nao
tem relagao com o solicitado na tarefa. Esses professores revelaram deter um conhecimento
matematico de baixo nivel, que se exterioriza pela ndo identificacao do erro na producao.
Apesar de revelarem conhecer a que corresponde efetuar uma reflexao a partir de um eixo
horizontal, esse conhecimento ndo é suficiente para associar a resposta a pergunta que foi
formulada, e que demanda, também, conhecer como identificar a imagem (figura transfor-
mada) obtida por uma reflexao [(KoTpE3)]. O fato de esse conhecimento nao ter sido mobili-
zado na pratica interpretativa, ilustra que nao é suficiente deter um conhecimento matema-
tico de saber fazer a reflexdo (que se considera de um nivel baixo dos alunos e, portanto, do
nivel mais baixo do conhecimento especializado do professor) para que seja efetuada uma
interpretacao adequada.

No encontro seis, cuja Tl é no ambito da simetria, quando responderam a primeira
pergunta da Parte I, os professores do G1 e G3 afirmaram nao ser possivel obter os quatro
eixos. Os elementos do G2 consideraram ser possivel, mas tracaram erroneamente os dois
eixos na direcao obliqua, e os professores do G4 propuseram uma estratégia que torna pos-
sivel tracar quatro eixos. As producoes dos quatro grupos estao apresentadas na Figura 8.

Figura 8: Producdes dos professores para a questdo 1. (c) (ii) da Tarefa para o aluno no ambito da

simetria
Producdo Transcricao
) ; . la oo dhongomads E6IciiCE_G1: (c) ii) ndo! Pois
\ Vo 2O s - btk . . .
: iy ) € ool o | quando conseguimos a simetrias

. o o Juor rirwdaxe) ke ' das diagonais

nao conseguimos os eixos vertical
e horizontal. Assim limi-

tando a duas simetrias por vez

05T (] ex E6IciiCE_G2: (ii) Considerando os
[ P D e S PN T : :
) Ui . Conddbonds ) L@ / eixos horizontal
ol ) N s 1 cooviendo B .
s Wama JE TrRages e il e vertical ja tragados,
“Lixos Ma e on0dS ymonteas QAWM - adicionando um

dois eixos na diagonais mantera
a simetria.

E6IciiCE_G3: (ii) (Sim;-vide“fi=
gura-3"%) Nao ¢ possivel. (ou-mo)

o € [oSiEL (adme’:
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E6IciiCE_G4: (ii) Impossivel utili-
zando os lados coloridos.

SK) A S AT Rpthes  Curesce
Moo WSlaogader @ by celeudes

PAR N reupeni L

Fonte: Arquivo da pesquisa

Os professores do G1 revelaram um conhecimento de que nao é possivel ter quatro
eixos de simetria, pois uma vez que se identifica os eixos nas dire¢des obliquas, que coin-
cidem com as duas diagonais (a simetrias das diagonais) do quadrado - tabuleiro que inte-
gra o jogo -, nao existe nenhum movimento - transformacao geométrica isométrica - a ser
efetuado que garanta: manter as quatro cores das pecas e identificar os eixos nas direcoes
vertical e horizontal. Tal conclusao fundamenta-se em conhecer que o eixo de simetria pode
ser localizado nas direcOes vertical, horizontal e obliqua (KoTfS2).

Os professores constituintes do G2 revelaram conhecer que é possivel ter quatro ei-
xos de simetria (eixos horizontal e vertical [...] dois eixos na diagonais manterd a simetria),
contudo, na sua propria producgdo pictérica (que é matematicamente inadequada) os dois
segmentos de reta obliquos ndo sdo eixos de simetria (por ndo serem retas e por nao per-
mitirem obter uma parte como reflexao da outra). Tal dificuldade em identificar eixos de
simetria também é uma das dificuldades dos alunos (Jones, 2012). E esse conhecimento,
revelado pelos professores do grupo, impactou na pratica interpretativa realizada posterior-
mente, associada a um nivel baixo de conhecimento, e que requeria conhecer que a simetria
é identificada em figuras cujo eixo de simetria divide a figura em duas metades congruentes
e idénticas [(KoTppS2)].

Também, os integrantes do G3 revelaram um conhecimento do mesmo nivel do que
sustenta as dificuldades dos alunos em identificar todos os eixos de simetria que possui uma
figura (Yetis & Ludwig, 2013). Assumiram, inicialmente, que era possivel considerar quatro

“L

eixos de simetria, mas riscaram a sua resposta (Sim; *), respondendo, por fim,
que ndo é possivel identificar quatro eixos de simetria, mas sem justificar o porqué. Para que
pudessem responder corretamente a questao (recorde-se que é da Tarefa para os alunos,
mas obviamente que forma parte do conhecimento especializado do professor), teriam de
conhecer que, para identificar um eixo de simetria, seguem-se etapas: (1) dividir a figura
exatamente ao meio tracando uma reta (eixo de simetria); (2) verificar que as duas partes

obtidas sdao realmente congruentes e se sobrepdem totalmente [(KoTpS4)].

G4 é composto por professores que revelaram conhecer ser “impossivel” ter quatro
eixos de simetria, considerando as pecas coloridas, e apresentam como solucao todas as
pecas viradas, obtendo um Unico quadrado marrom. Nesse sentido, tracaram os quatro ei-
xos de simetria que sao propriedades de todo o quadrado (eliminando o contexto da cor).
O conhecimento revelado por eles relaciona-se a conhecer que um quadrado possui quatro
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eixos de simetria, sendo dois coincidentes com as duas retas mediatrizes dos seus lados e os
outros dois coincidentes com as duas retas que contém as suas diagonais (KoTpp3).

Os professores, ao interpretarem a producao de aluno presente na questdo 2 (Parte
Il) apresentaram as seguintes producdes (Figura 9).

Figura 9: Producdes dos professores para a questdo 2 da Tl no ambito da simetria

Producao Transcricao

E6112CI_G1: Nao ha possibilidade
de uma pequena mudanca resul-
tar em uma figura com 4 eixos,
por conta das cores utilizadas.
(analisando a figura sem cores
ha possibilidade de 4 eixos de
simetria).

Produgip de Inés

E6112CI_G2: 2. Ela (Inés) rota-
cionou a figura e suaimagem
tracou as diagonais

|
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Fonte: Arquivo da pesquisa

Os professores do G1 revelaram um conhecimento de que a aluna esta matemati-
camente incorreta, ao ndo utilizar uma estratégia menos extrema e matematicamente vali-
da, e por isso, propde uma estratégia e producao matematicamente adequada, entretanto,
sem correspondéncia com o problema. Logo, ao considerarem ndo ser matematicamente
possivel a producdo de Inés (Ndo ha possibilidade de uma pequena mudanga resultar em
uma figura com 4 eixos, por conta das cores utilizadas.), valeram-se de uma estratégia ma-
tematicamente valida, e apresentaram uma producao pictérica tracando quatro eixos de
simetria, que representando o tabuleiro do jogo sem as pecas (analisando a figura sem cores
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ha possibilidade de 4 eixos de simetria), o que se associa a mesma forma de proceder que os
professores do G4 quando responderam a questao 1. (c) (ii) da Tarefa para o aluno. Com essa
estratégia revelaram conhecer que um quadrado (monocolor) sempre possui quatro eixos
de simetria (KoTppS4). Os professores do G1 situam-se, portanto, em um nivel mais eleva-
do de conhecimento que sustenta a interpretacao avaliativa (nivel 1 de Cl), porém que nao
atinge a interpretacao como pesquisa (nivel 2 de Cl) - o que ilustra a continuidade gradativa
desses niveis de conhecimento.

Nos demais grupos (G2, G3 e G4) os professores consideraram que a produgao de
Inés é matematicamente possivel, mas efetuaram interpretacdes distintas.

Os professores do G2 revelaram conhecer (inadequadamente) que bastava rotacio-
nar a producao de Sofia e tracar as diagonais (rotacionou a figura e sua imagem tragou as
diagonais). Realizaram, assim, uma pratica interpretativa que considera a producao de alu-
no como matematicamente adequada (e de fato é), mas nao conseguiram explicitar essa
producdo, apresentando uma outra producao que é matematicamente inadequada. Esse
tipo de pratica demanda que uma outra categoria de interpretacao seja ponderada - inter-
pretacao insuficiente -, que corresponde ao nivel 0 de CI, que, por sua vez, se fundamenta
em um conhecimento matematico do professor que nao permite responder a uma pergunta
para os alunos (nivel de conhecimento do aluno) e corresponde ao nivel minimo do conhe-
cimento matematico especializado do professor. A inadequag¢ao matematica na produgao
escrita do G2, é evidenciada em sua producado pictérica, pois as duas retas tracadas nas dire-
¢Oes obliquas ndo correspondem a eixos de simetria que se esperava obter. Os professores
replicaram a sua propria resposta quando responderam a Tarefa para o aluno (questao (c)
(ii)) no momento de interpretagao da producao da aluna, que coaduna com a situacao em
que os professores apresentaram o mesmo tipo de dificuldade que os alunos, a qual se rela-
ciona com o nivel de conhecimento que possuem.

Ambos os grupos (G3 e G4) efetuaram uma interpretacao como pesquisa (nivel 2 de
Cl), considerando a producao de Inés com sendo matematicamente correta, buscando indi-
cios de conhecimento matematico adequado e de estratégias coerentes com a Tarefa, mas
considerando estratégias distintas.

Em G3 assumiram que a “pequena mudanca que Inés efetuou em sua producao” en-
volveu utilizar pecas em duas ou uma cor (modificou usando duas cores ou uma.), apresen-
tando como resposta o uso de pegas em duas cores e tracando os quatro eixos de simetria
que se sustenta em conhecer que se podem representar todos os eixos de simetria de uma
figura simétrica (KoTrrS2).

Os elementos de G4, por sua vez, apresentaram a possivel producao de Inés, valen-
do-se da estratégia pautada em conhecer que, ao utilizar trés cores para as pegas, obtém-se
uma figura simétrica com quatro eixos de simetria, contudo nao os tracaram. Assim, para
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uma completude do que revelaram, se faz necessario conhecer que, para identificar se uma
figura possui simetria axial, um dos procedimentos associa-se a utilizar uma linha reta e
identificar se existem pontos por onde essa linha passe, de modo a dividir a figura ao meio
e, se isso ocorrer, entdo a figura é simétrica [(KoTpS5)].

CONSIDERACOES FINAIS

Um conhecimento matematico especializado do professor permite diferenciar a re-
flexao das demais isometrias e entender que reflexao e simetria ndao pertencem ao mesmo
conjunto, identificando todos os eixos de simetria em figuras simétricas. Um conhecimento
profundo, nesse ambito, sustenta uma pratica interpretativa que possibilita ao professor
validar (ou nao) as formas de Pensar matematicamente presentes nas producdes dos alu-
nos, pela escuta desse pensamento matematico (Mellone et al., 2023). O conhecimento ma-
tematico especializado, revelado pelos professores no ambito do topico, impacta a pratica
interpretativa, sendo, portanto, o contetido desse conhecimento um elemento critico para
uma pratica interpretativa de nivel superior (niveis 2 ou 3 de Cl).

Da andlise e discussoes realizadas emergiu uma nova categoria de pratica interpreta-
tiva, denominada por interpretagdo insuficiente, e que se associa a um nivel 0 de Cl. Esse tipo
de interpretacdo demonstra a necessidade de um nivel minimo de Conhecimento Matema-
tico Especializado no ambito do tépico que se discute, para que o professor possa realizar
uma pratica interpretativa que contribua para as aprendizagens matematicas dos alunos e
para o desenvolvimento de competéncias matematicas.

Sintetizamos, em seguida (Quadro 1), o conteido de conhecimento matematico es-
pecializado revelado (adequado, inadequado e ausente) que informa os pontos criticos a
focar, e nos guia para a conceitualizacao de proximos contextos formativos com esse fito
de desenvolver o Cl dos professores (inclusive, de futuros professores - formacao inicial)
nesses topicos.
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Quadro 1: Descritores de Conhecimento Matematico Especializado revelados pelos professores no
ambito da reflexao e da simetria

Subdominio e Descritor de Conhecimento Matematico Especializado
categoria
KoT - procedi- Conhecer que um conjunto de procedimentos para efetuar a reflexdo de
mentos uma figura, envolve considerar alguns dos pontos, refleti-los a partir de
um eixo de reflexao, obtendo a imagem ao unir todos os pontos refletidos
(KOTpE1™**).

Conhecer que, ao se efetuar uma reflexao assumindo o eixo das abscissas

como eixo de reflexdao, uma figura que esta localizada no 2.° quadrante, ao

ser refletida, em termos de caracteristicas do resultado, sua imagem sem-
pre serd localizada no 3.° quadrante [(KoTpE2)].

Conhecer como identificar aimagem (figura transformada) obtida por uma
reflexdao [(KoTpE3)].

Conhecer que, para identificar um eixo de simetria, seguem-se etapas: (1)
dividir a figura exatamente ao meio tracando uma reta (eixo de simetria); (2)
verificar que as duas partes obtidas sdao realmente congruentes e se sobre-
poem totalmente [(KoTpS4)].

Conhecer que, para identificar se uma figura possui simetria axial, um dos

procedimentos associa-se a utilizar uma linha reta e identificar se existem

pontos por onde essa linha passe, de modo a dividir a figura ao meio e, se
isso ocorrer, entdo a figura é simétrica [(KoTpS5)].

KoT - definicdes, [ Conhecer que, na reflexdo, todos os pontos originais sao transformados e
propriedades e fazem parte da nova figura - imagem (KoTppE1).
fundamentos

Conhecer que a simetria é identificada em figuras cujo eixo de simetria divi-
de a figura em duas metades congruentes e idénticas [(KoTppS2)].

Conhecer que, a depender do eixo de reflexao que se considera, obtém-se a
imagem em um determinado local do plano (KoTfE1).

Conhecer que o eixo de simetria pode ser localizado nas dire¢des vertical,
horizontal e obliqua (KoTfS2).

KoT - registros Conhecer que se podem representar todos os eixos de simetria de uma
de representa- figura simétrica (KoTrrS2).
¢ao.

Fonte: Arquivo da pesquisa
Os elementos criticos revelados pertencem ao subdominio KoT e a algumas de suas
categorias, e isso justifica-se por ter sido este o foco de atencdo neste texto. No entanto,
é expectdvel que, ampliando-se a discussdo, esses elementos passem a integrar, também,
os demais subdominios do Conhecimento Matematico Especializado. Tal foco de atencao
emergiu das evidéncias obtidas, e pode ter ocorrido pelo cerne das questdes que consti-
tuem as Tarefas Interpretativas implementadas, bem como a discussao em que se centrou.

Ainda que haja diversas pesquisas focadas no conhecimento matematico do profes-
sor, almejando caracteriza-lo (e.g., Herrera et al., 2023), em uma perspectiva de continuagao
da pesquisa, consideramos a necessidade de conceitualizar novas Tarefas Interpretativas
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nesses mesmos topicos matematicos (reflexdao e simetria), mas abrangendo os demais sub-
dominios do Mathematical Knowledge (MK) do MTSK. Por forma a guiar a mudanca e a pers-
pectivar uma linha de trabalhos futuros, deixamos algumas das questdes que formam parte
do nosso itinerario:

1. Que feedback (tipo e contelido) é proposto por professores de matemdatica quando
sdo solicitados a interpretarem produgdes dos alunos no dmbito da composi¢do
de transformagbes geométricas isométricas?

2. Como ocorre o desenvolvimento profissional de professores com foco no desenvol-
vimento do Conhecimento Matemdtico Especializado e do Conhecimento Interpre-
tativo?

3. Que indicios de Desenvolvimento Profissional do professor de matemdatica pode-
-se considerar ao desenvolver o seu Conhecimento Matemdtico Especializado e o
seu Conhecimento Interpretativo?
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