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Resumo

0 estudo se insere no campo da Educacao Matematica, com foco no ensino e na aprendizagem de contetidos
de Calculo Integral por meio de tarefas fundamentadas na Teoria dos Registros de Representacdo Semiética
(TRRS) e apoiadas por Tecnologias Digitais. O objetivo consiste em analisar conhecimentos mobilizados por
licenciandos ao resolver uma sequéncia de tarefas que utilizam diferentes registros de representagdo sobre
Mudanca de Coordenadas em Integrais Multiplas. A relevancia do estudo estda em compreender como futu-
ros professores de Matematica articulam registros algébricos, graficos e geométricos na resolucdo de tarefas,
especialmente em temas que exigem visualizacdo tridimensional, interpretacao de limites de integracdo e
transicdo entre multiplas representacGes. Tecnologias, como o GeoGebra, apresentam potencial para superar
dificuldades persistentes em Calculo Integral. A pesquisa adotou a Engenharia Didatica para orientar a ela-
boragdo, implementagdo e anélise das tarefas. Participaram do estudo oito licenciandos do 5° ao 8° periodo
do curso de Matemética da Universidade Estadual de Montes Claros. Os resultados mostraram avancos na
manipulagdo dos registros, especialmente com o suporte do GeoGebra para representar regioes e sélidos no
espaco tridimensional. Contudo, permaneceram dificuldades na conversdo do registro grafico para o algé-
brico, particularmente na definicdo de limites de integracdo em integrais triplas. A articulagdo entre TRRS e
Tecnologias Digitais mostrou-se promissora para favorecer a compreensao dos conceitos envolvidos. O estudo
reforca aimportancia de praticas que enfatizem a articulacdo entre registros e o papel do professor como me-
diador desse processo. Recomenda-se ampliar investigacdes envolvendo outras ferramentas digitais, analisar
praticas colaborativas e explorar intervencées que fortalecam a conversado entre registros no contexto das Mu-
dancas de Coordenadas.

Palavras-chave: Calculo Integral, Mudanca de Coordenadas em Integrais Mdltiplas, Registro de Representacdo
Semidtica.

The role of representational registers in Multiple-Integral
Coordinate Change

Abstract

The study falls within the field of Mathematics Education, focusing on the teaching and learning of Integral Cal-
culus content through tasks grounded in the Theory of Semiotic Representation Registers (TRRS) and suppor-
ted by Digital Technologies. The objective is to analyze the knowledge mobilized by undergraduate students
when solving a sequence of tasks that utilize different representational registers on Change of Coordinates in
Multiple Integrals. The relevance of the study lies in understanding how future Mathematics teachers articu-
late algebraic, graphical, and geometric registers in solving tasks, especially in topics that require three-di-
mensional visualization, interpretation of integration limits, and transition between multiple representations.
Technologies, such as GeoGebra, show potential to overcome persistent difficulties in Integral Calculus. The
research adopted Didactic Engineering to guide the elaboration, implementation, and analysis of the tasks.
Eight undergraduate students from the 5th to 8th semesters of the Mathematics course at the State University
of Montes Claros, Brazil, participated in this study. The results showed progress in manipulating the records,
especially with the support of GeoGebra to represent regions and solids in three-dimensional space. However,
difficulties remained in converting the graphical record to the algebraic one, particularly in defining integra-
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O papel dos registros de representacdo semidtica na Mudanca de Coordenadas em Integrais Mdltiplas

tion limits in triple integrals. The articulation between TRRS and Digital Technologies proved promising in
promoting the understanding of the concepts involved. The study reinforces the importance of practices that
emphasize the articulation between records and the teacher's role as a mediator in this process. It is recom-
mended to expand investigations involving other digital tools, analyze collaborative practices, and explore
interventions that strengthen the conversion between records in the context of Changes of Coordinates.
Keywords: Integral Calculus, Change of Coordinates in Multiple Integrals, Semiotic Representation Register.

El papel de los registros de representacion en el Cambio de
Coordenadas en Integrales Muiltiples

Resumen

El estudio se enmarca en el campo de la Educacién Matemética, centrdndose en la ensefianza y el aprendizaje
de Cdlculo Integral mediante tareas basadas en la Teoria de Registros de Representacién Semidtica (TRRS) y
con el apoyo de Tecnologias Digitales. El objetivo es analizar el conocimiento que los estudiantes de pregrado
utilizan al resolver una secuencia de tareas que utilizan diferentes registros de representacién sobre Cambio
de Coordenadas en Integrales Multiples. La relevancia del estudio radica en comprender cémo los futuros pro-
fesores de Matematicas articulan los registros algebraicos, graficos y geométricos en la resolucion de tareas,
especialmente en temas que requieren visualizacién tridimensional, interpretacién de limites de integraciény
transicién entre representaciones multiples. Tecnologias como GeoGebra muestran potencial para superar las
dificultades persistentes en Calculo Integral. La investigacién adoptd la Ingenieria Didactica para guiar la ela-
boracién, implementacién y andlisis de las tareas. Participaron deste estudio ocho estudiantes de pregrado de
los semestres 5° a 8° de la carrera de Matematicas de la Universidad Estatal de Montes Claros, Brasil. Los resul-
tados mostraron avances en la manipulacién de los registros, especialmente con el apoyo de GeoGebra para
representar regiones y sélidos en el espacio tridimensional. Sin embargo, persistieron dificultades para con-
vertir el registro grafico al algebraico, en particular para definir los limites de integracion en integrales triples.
La articulacién entre TRRS y las Tecnologias Digitales resulté prometedora para promover la comprensién de
los conceptos involucrados. El estudio refuerza la importancia de las practicas que enfatizan la articulacién
entre registros y el rol del docente como mediador en este proceso. Se recomienda ampliar las investigaciones
que involucren otras herramientas digitales, analizar practicas colaborativas y explorar intervenciones que
fortalezcan la conversidn entre registros en el contexto de los cambios de coordenadas.

Palabras clave: Calculo Integral, Cambio de Coordenadas en Integrales Multiples, Registro de Representacion
Semidtica.

INTRODUCAO

0 ensino de Calculo Diferencial e Integral, especialmente no contexto das Integrais
Multiplas e Mudangas de Coordenadas, apresenta desafios que vao além do emprego de
regras matematicas. Entre os desafios, destaca-se a necessidade de compreender conceitos
que exigem visualizagcdo espacial e a capacidade de alternar entre diferentes formas de re-
presentacao, como graficos, expressoes algébricas e descricdes geométricas, sobretudo em
contextos tridimensionais.

Nesse cendrio, é fundamental que as praticas de ensino de Matematica superem
abordagens centradas no mecanicismo, valorizando propostas que promovam aprendiza-
gens mais significativas e conectadas ao desenvolvimento conceitual dos estudantes (Bue-
no; Alencar; Oviedo, 2017).

Essa perspectiva amplia a discussao para além das dificuldades cognitivas enfrenta-
das pelos estudantes, alcancando também a constituicao da identidade profissional docen-
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te. Conforme Barbosa e Lopes (2020), a identidade profissional deve ser entendida como
um processo dinamico e em constante transformacao, que articula dimensdes pessoais,
situacionais e profissionais, influenciada pelos contextos de atuagao e pelas experiéncias
formativas.

Nessa dire¢do, Oliveira e Lopes (2023) ressaltam a relevancia de experiéncias formati-
vas inovadoras que possibilitem ao licenciando refletir criticamente sobre sua futura pratica
docente, favorecendo a constru¢ao de uma identidade profissional alinhada as demandas
contemporaneas do ensino de Matemdtica. Assim, o ensino de Calculo deve ser compreen-
dido ndo apenas como campo de desenvolvimento conceitual dos estudantes, mas também
como espaco de formacao identitaria para o professor que coordena esse processo.

Essas questdes sao particularmente relevantes na aprendizagem de transformacoes
matematicas complexas, como a Mudanca de Coordenadas em contextos tridimensionais,
que incluem sistemas cilindricos e esféricos.

Nessa perspectiva, a Teoria dos Registros de Representacao Semiética (TRRS), pro-
posta por Raymond Duval (2003, 2009, 2011, 2012), oferece um importante referencial teé-
rico para analisar essas dificuldades no ensino de Matematica. De acordo com essa teoria,
a compreensao de conceitos matematicos exige que os estudantes, além de manipularem
representacdes em um mesmo registro, realizem conversoes entre diferentes registros de
forma articulada.

No caso das Mudancas de Coordenadas, isso implica interpretar e conectar repre-
sentagoes graficas das regides de integragao com suas correspondentes formulagdes algé-
bricas. Contudo, como argumentam Cometti (2018) e Ragoni (2021), essa transi¢ao entre
registros, longe de ser espontanea, representa uma das maiores dificuldades enfrentadas
pelos estudantes.

Considerando as restricdes inerentes ao pensamento e a teoria, fica evidente a ne-
cessidade de ferramentas que promovam a conexao entre diferentes formas de representa-
cao, a exemplo das tecnologias digitais. O uso dessas tecnologias, como o GeoGebra, tem
sido amplamente reconhecido por sua capacidade de facilitar a visualizagdo e a manipula-
cdo de objetos matematicos.

Por conseguinte, estudos como os de Pavanelo e Lima (2017), Almeida (2021), Mota
(2021) e Thieghi (2021) argumentam que o software permite aos estudantes interagir de
forma dinamica com representacoes algébricas e geométricas, auxiliando na superagao de
barreiras cognitivas e na integracao entre registros de representagao. Essa abordagem nao
apenas torna o aprendizado mais acessivel, mas também potencializa a compreensao dos
conceitos relacionados as Mudancas de Coordenadas e Integrais Mdltiplas.
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Diante do que foi exposto, o estudo tomou forma e teve como objetivo analisar co-
nhecimentos mobilizados por licenciandos ao resolver uma sequéncia de tarefas, que utili-
za diferentes registros de representacao, sobre Mudanca de Coordenadas em Integrais Mul-
tiplas. O estudo integra uma pesquisa mais ampla (Silva, 2025) — desenvolvida no Grupo de
Pesquisa em Educacao Matematica (GPEMat), no Programa de P6s-Graduac¢ao em Educacao
da Universidade Estadual de Montes Claros — em que foram identificadas dificuldades rela-
tivas a aprendizagem de Integrais Multiplas a partir de uma revisao de literatura.

Em publicacdo anterior (Silva; Mota, 2024) é apresentada a implementacdo de uma
atividade diagnostica que evidenciou dificuldades dos licenciandos com Mudanca de Co-
ordenadas em Integrais Mdltiplas, principalmente na conversao entre diferentes registros
semidticos. Embora alguns tenham mostrado habilidade em interpretar representacdes
graficas, muitos apresentaram dificuldades ao traduzi-las em expressdes algébricas. Além
disso, a visualizagdo tridimensional e a interpretacao de regides geométricas complexas se
mostraram desafiadoras, dificultando o desenvolvimento de calculos mais abstratos. Esses
resultados indicam a necessidade de estratégias pedagogicas que integrem multiplos regis-
tros e articulem visualizagdes geométricas e operagdes algébricas.

Assim, ferramentas digitais, como o GeoGebra, se apresentam como importantes re-
cursos de suporte para superacao desses problemas, facilitando a construcao de significa-
dos e permitindo uma abordagem mais integrada e dindmica na aprendizagem de conceitos
relacionados as Integrais Mdltiplas.

A proposta do estudo foi desenvolvida com base nas dificuldades e limitacdes iden-
tificadas com a revisao de literatura e na atividade diagndstica. Os detalhamentos desse
contexto podem ser consultados em Silva e Mota (2024) e em Silva (2025). Foi implementada
uma sequéncia de tarefas com a colaboracgao de oito estudantes matriculados entre 0 5° e
o 8° periodos da Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de Montes Claros
(Unimontes).

Destaca-se que o estudo passou pela analise e aprovacdo do Comité de Etica e Pes-
quisa (CEP) da universidade?® por respeitar os preceitos éticos que regem pesquisas com se-
res humanos.

Além desta Introdugdo, o artigo se organiza nestas se¢des: Mudanc¢a de Coordenadas
em Integrais Miltiplas, que evidencia as transformacdes mais comuns e os desafios concei-
tuais associados a sua aplicacdo no ensino e na aprendizagem; Teoria dos Registros de Re-
presentagdo Semidtica e a Educagdo Matemdtica; Metodologia e Andlise. Ao final, sdo apre-
sentadas as Consideragoes Finais.

3 Parecer consubstanciado sob a indicagdo n. 6.238.670, de 14 de agosto de 2023, com Certificado de Apresentacdo de Aprecia-
o Etica (CAAE) n. 72823723.5.0000.5146.
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| MUDANCA DE COORDENADAS EM INTEGRAIS MULTIPLAS

A Mudanca de Coordenadas é uma importante ferramenta no estudo de Integrais
Multiplas, especialmente ao lidar com problemas complexos que demandam simplificacao
para facilitar o processo de integracao®. Esse recurso permite reinterpretar a regidao de in-
tegracao e as funcdes envolvidas em um novo sistema de coordenadas, mais adequado a
geometria do problema.

Na mudanca de varidvel em Integrais, introduz-se uma nova variavel com o objetivo
de simplificar o cdlculo. Esse procedimento requer a substituicao da variavel original e a
adaptacao do diferencial correspondente. Entretanto, quando se trata de Integrais Malti-
plas, a mudanca adquire nivel de complexidade superior por estar em duas ou trés dimen-
soes. Nesses casos, é fundamental considerar o uso do jacobiano da transformacao, cujo
papel é ajustar o diferencial no novo sistema. A escolha das novas variaveis deve assegurar
a preservacao das relagoes geométricas do problema, exigindo compreensao mais aprofun-
dada da geometria que envolve o calculo das Integrais.

As mudancas de coordenadas evidenciam a complexidade envolvida na transicao
entre diferentes sistemas de referéncia. Essas transformacdes exigem nao apenas o domi-
nio das férmulas e calculos associados, como também uma compreensao geométrica das
relacdes envolvidas e a capacidade de articular representacdes algébricas, graficas e geo-
métricas de maneira integrada.

Entre os sistemas mais utilizados na resolugao de integrais multiplas, estdo as co-
ordenadas polares, cilindricas e esféricas. No sistema em coordenadas polares, segundo
Stewart (2013), um ponto P com coordenadas retangulares tem por coordenadas polares,
em que é a distancia do ponto P a origem e é o angulo formado pela semirreta positiva das
abscissas e o segmento de reta que liga a origem ao ponto P.

Ainda, conforme Stewart (2013), essa Mudanca de Coordenadas é dada por, em que
e varia em um intervalo da forma, em que é um angulo fixado.
Figura 1 - Coordenadas Polares
VA
P(r,8)=P(x, y)

"".‘ 0
0] X X

Fonte: Stewart (2013, p. 895)

4 O processo de integracdo refere-se a um conjunto de técnicas matematicas utilizadas para calcular aintegral de uma funcéo..

PARADIGMA, Maracay, XLVII, Edicién Normal, Namero 1, 2026002, 2026 5



O papel dos registros de representacdo semidtica na Mudanca de Coordenadas em Integrais Mdltiplas

cos —rsinf
sinf) rcos6

0 jacobiano da aplicacdo é dado por: O(,y) _
| Pleaio 84240 Pr 311, 0)

Entdo, para o autor, se é uma fungao continua no retangulo polar Rdado porO<a=r
<b,a<0<p, emque 0= B-a<2m, entdo

//Rf(x’y)dmdy:Lﬁ/abf(TCOSQ,Tsine)rdrde

Quanto as Coordenadas Cilindricas, de acordo com Stewart (2013), um ponto P de
coordenadas tem coordenadas cilindricas , em que e sao as coordenadas polares da proje-
caodePnoplano.

Ainda, para o autor, essa Mudanca de Coordenadas é dada por

,em que, varia em um intervalo da forma e no intervalo .

Figura 2 - Coordenadas Cilindricas

A

3 (r, 0,0)
Fonte: Stewart (2013, p. 895)

O jacobiano da aplicacao é dado por

d(z ) cos —rsinf 0
270 = |sinf rcosf 0| =r(cos?d +sin?0) =7
a(r,0,z) 0 0 1

Entdo, como afirma Stewart (2013), se € uma funcao continua no sélido E, com

E={(x,y,2); (x,y) E R, u, (x,y)<z=<u, (x,y)}, entdo

uz(rcos@,rsin€) ,B rb
///f(a:,y,z)dfcdydz:/ / / f(rcosf,rsinf, z)rdrdfdz
E ui(rcosf,rsinf) Ja Ja

Ja para as coordenadas esféricas, consoante Stewart (2013), um ponto P de coorde-
nadas retangulares (x, y, z) tem por coordenadas esféricas (p, 8, ¢), em que p é a distancia
do ponto P a origem; 8 é o angulo formado pelos valores positivos da abscissa e o segmento
de reta que liga os pontos (0, 0) a (x, y); e € o angulo formado pela semirreta positiva da cota
e o segmento de reta que liga P a origem.
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Ainda para o Stewart (2013), essa Mudanca de Coordenadas é dada por g(x,y,z) = (p
sen¢ cosh, p send senb, p cosd),em que p=0,0< P < e O variaem um intervalo da forma
[6,,0, +2m[.

Figura 3 - Coordenadas Esféricas

P(p, 8, $)

Fonte: Stewart (2013, p. 895)

Nesse caso, o jacobiano da aplicacao é dado por

(v, = singcosf —psingsinf pcosocosfh
2592 singsin® psingcosd pcos@sinf| = p®sin ¢
d(p,0,9)

coS @ 0 —psin ¢
Logo, se f é continuaem Q

d 8 b
// f(z,y,z)dxdydz —/ / / f(psingcosh, psingsinb, pcos¢) p®sin ¢ dpdb do
9(Q) c a a

em que Q é uma cunha esférica dada por

Q={(p,0,d);a<p<b,a<O<P,c<p<d}
A proxima secao discute as contribui¢des da Teoria dos Registros de Representacao
Semibtica (TRRS) para compreender e abordar as dificuldades enfrentadas nesse processo.

TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA E A
EDUCACAO MATEMATICA

O estudo se fundamentou na Teoria dos Registros de Representacao Semiética, pro-
posta por Raymond Duval (2003, 2009, 2011, 2012). O teérico defende que a formagdo de
conceitos matematicos complexos, como aqueles envolvidos na Mudanca de Coordenadas
e no Calculo Integral, é facilitada pelo uso de dois ou mais registros de representacao.

Consoante Duval (2003), realizar ao menos uma operacao cognitiva de conversao é
condicdo necessaria, ainda que nao suficiente, para a aprendizagem em Matematica. Para
compreender plenamente um conteldo, o estudante deve mobilizar trés atividades cogniti-
vas fundamentais presentes em um sistema: formar representac¢oes que identifiquem o ob-
jeto matematico, realizar operacdes de tratamento em um mesmo registro e efetuar conver-
soes entre registros de sistemas semiéticos diferentes (Duval, 2009). Logo, a compreensao
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matematica requer que os estudantes interpretem, manipulem e alternem entre diferentes
formas de representacao semidtica.

Duval (2009) salienta que os objetos matematicos apresentam desafios a compreen-
sao, pois nao sao diretamente observaveis, por isso, as representacdes se tornam essenciais
para acessa-los e compreendé-los. Nesse viés, o autor formula a lei fundamental que rege o
funcionamento cognitivo do pensamento: “Nao ha noésis (aquisicao conceitual de um ob-
jeto) sem semiésis (apreensdo ou producao de uma representagao semiédtica)” (Duval, 2009,
p. 17). Essa proposi¢ao evidencia a importancia dos sistemas semiéticos como meio para a
construcao de conceitos matematicos.

Para Duval (2011), os signos e as representacdes tém a funcao de trazer a tona o que
esta ausente ou de transmitir um pensamento que nao é evidente para todos. Na Matemati-
ca, hd uma ampla diversidade de representagdes semioéticas disponiveis, como a lingua na-
tural, graficos, linguagem algébrica, figuras geométricas, entre outras, que desempenham
um papel fundamental para facilitar a compreensao de seus contetdos.

Ainda segundo Duval (2009), o desenvolvimento conceitual, envolvendo a mobiliza-
cao e a articulacao dos registros de representacdo, exige a compreensao de duas atividades
cognitivas fundamentais: o tratamento e a conversao. O tratamento consiste em transfor-
mar uma representacao semiotica em outra, mantendo-se dentro de um mesmo registro.
De acordo com Duval (2009, p. 57), “um tratamento é uma transformacao de representacao
interna a um registro de representagao ou a um sistema”.

No Quadro 1, apresenta-se um exemplo dessa atividade cognitiva.

Quadro 1 - Exemplo de tratamento

Determine a intersecgéo entre o cone z = +/x2 + y? e o plano z = 4.

Solugio:
Jxt+yi=4 > x2 + 22:42 2> xZ4y2=42
y y y

Fonte: Elaboracdo prépria

Observa-se que a solucao é expressa no registro algébrico, em que sdo realizadas
transformacdes internas desse mesmo sistema. A resolucao se inicia e se conclui no sistema
algébrico, sem transitar por outros registros de representacao.

Duval (2009, p. 57) salienta um exemplo pratico da atividade de tratamento: “A para-
frase é uma transformacao interna ao registro do discurso da lingua natural: ela ‘reformu-
[a’ um enunciado dado em outro, seja para substitui-lo, seja para explica-lo”. Dito de outro
modo, mesmo dentro da lingua natural, podem-se perceber exemplos de tratamento.

Em obra posterior, Duval (2012) afirma que cada registro de representacao possui
regras especificas de tratamento, que variam em natureza e quantidade de acordo com o
sistema. Essas regras incluem, por exemplo, derivacao, coeréncia temética e associaces
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por contiguidade e similitude. No registro da lingua natural, ha muitas regras externas para
a conformidade discursiva; entretanto, sdao relativamente poucas as regras de tratamento
para a expansao discursiva de um enunciado completo.

A conversao, por sua vez, refere-se a transformacao entre registros de representa-
¢Oes diferentes de um mesmo objeto. Duval (2009, p. 59) a define como “uma transformacao
externa ao registro de representacdo de partida”. Essa operagao ocorre de maneira auto-
noma e distinta do tratamento, sendo essencial observar essa diferenca nos processos de
ensino e de aprendizagem de diversos conceitos matematicos.

Na Figura 4, apresenta-se um exemplo da atividade cognitiva de conversao.

Figura 4 - Exemplo de conversdo

z = i x2 + yz Registro Algébrico

CONVERSAO

Registro Figural

Fonte: Elaboracdo propria

Na Figura 4, percebe-se a transicao da expressao algébrica que representa o cone
para a sua correspondéncia grafica ou figural, e vice-versa. Em outras palavras, hd uma al-
ternancia de dois tipos de representacao, caracterizando a atividade cognitiva de conver-
sao. Contudo, a conversdo nao é uma habilidade automatica para os estudantes, exigindo
praticas didaticas intencionais que promovam esse tipo de transicdo. Muitos apresentam
dificuldades em perceber as conexdes entre os registros, o que limita sua capacidade de
resolver problemas e interpretar conceitos.

Na Mudanca de Coordenadas — polares, cilindricas e esféricas — no Calculo Inte-
gral, a necessidade de mdltiplos registros de representagdo se torna ainda mais evidente.
Os estudantes ndao apenas precisam entender as representacoes simbolicas dos elementos
envolvidos — fungdes e limites de integracao —, mas também visualizar e manipular geome-
tricamente as regides no plano ou no espaco tridimensional.

O uso de ferramentas digitais, como o GeoGebra, pode potencializar esse processo
visto que permite que os estudantes manipulem visualmente objetos matematicos, facili-
tando a conversao entre diferentes registros. Para Duval (2009), a interagao com representa-
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¢Oes visuais pode acelerar a compreensdo de conceitos, desde que seja devidamente orien-
tada e estruturada.

Na secdo seguinte, é apresentada uma estrutura metodolégica do estudo que incor-
pora elementos da Engenharia Didatica.

METODOLOGIA

O estudo é de natureza qualitativa, com abordagem descritiva e exploratéria, cujo
objetivo central foi analisar os conhecimentos mobilizados por licenciandos ao resolver
uma sequéncia de tarefas que utilizam diferentes registros de representacao sobre Mudan-
ca de Coordenadas em Integrais Miltiplas. As tarefas sao resolvidas com o apoio do GeoGe-
bra, que potencializa a visualizacdo e a compreensao geométrica. O estudo discute como
os licenciandos em Matematica alternam os registros de representacao, evidenciando as
estratégias e dificuldades enfrentadas nesse processo.

A metodologia utilizada se ampara nos pressupostos da Engenharia Didatica, con-
forme Artigue (1996), idealizada para promover uma abordagem particular ao ensino e a
pesquisa em Educacdao Matematica. Essa metodologia se caracteriza pela estruturacao dos
procedimentos investigativos, envolvendo etapas que vao desde a fundamentacao tedrica
até a experimentacao, de modo a articular o componente teérico da pesquisa com a aplica-
cao pratica na Educacao.

A Engenharia Didatica é estruturada em quatro fases que, embora apresentadas de
forma linear, podem ocorrer de maneira integrada ou sobreposta para otimizar o processo
investigativo. Na fase de analises prévias, procura-se compreender o contexto educacional,
identificando barreiras que dificultam a aprendizagem. Na fase de concepgao e andlise a
priori, sao planejadas as tarefas que levam em conta possiveis dificuldades dos estudantes.
A fase de experimentacao consiste na implementacao dessas tarefas, com ajustes realiza-
dos com base nas interacdes observadas. Por fim, a fase da analise a posteriori compara os
resultados obtidos com a visao inicial, possibilitando reflexdes sobre o processo (Artigue,
1996).

Em Silva (2025) é detalhado o desenvolvimento das duas primeiras fases da Enge-
nharia Didatica. Sobre a fase de analises prévias, em Mota e Silva (2024) e em Silva (2025)
é apresentada uma revisao sistematica da literatura, cujo objetivo foi identificar e compre-
ender as principais dificuldades enfrentadas por professores e licenciandos no ensino e na
aprendizagem de conceitos relacionados a Mudanca de Coordenadas em Integrais Multi-
plas.

Ja na fase de concepcao e analise a priori, em Silva (2025) sao apresentadas a elabo-
ragao e a implementagao de uma atividade diagndstica fundamentada nessa revisao. Essa
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atividade buscou identificar, em contexto pratico, as dificuldades manifestadas pelos licen-
ciandos e, a0 mesmo tempo, validar as hipoteses levantadas, subsidiando a elaborag¢do de
estratégias pedagdgicas ancoradas na TRRS para enfrentar esses desafios.

O estudo apresentado neste artigo abrange as Ultimas duas fases da Engenharia Di-
datica — experimentacgdo e andlise a posteriori. De acordo com Artigue (1996), a etapa de
experimentacgao se destaca pela importéncia de acompanhar e documentar a forma como
os estudantes lidam com as tarefas propostas, ajustando o dispositivo didatico sempre que
necessario. Nessa fase, os estudantes resolvem situagoes-problema que exigem a utilizagao
de conceitos matematicos, enquanto o pesquisador produz dados por meio de observa-
cOes, registros escritos e outras técnicas.

Pais (2001) enfatiza a importancia de registrar o maximo de informacdes relevantes
capazes de contribuir para a compreensao das competéncias investigadas. Além disso, des-
taca-se a necessidade de garantir que as situagdes reais observadas durante a experiéncia
sejam descritas com clareza no relatério final da pesquisa, respeitando o principio de preci-
sao e fidelidade ao contexto.

ApoOs a etapa de experimentacao, procede-se a analise a posteriori e validacao, na
qual os dados obtidos sao meticulosamente avaliados e confrontados com as hipéteses
formuladas durante uma analise a priori. Segundo Artigue (1996), essa fase é crucial para
confirmar ou questionar as hipéteses iniciais, além de identificar aspectos bem-sucedidos
e pontos que necessitam de ajustes. A realizacdo de uma analise a posteriori permite com-
preender como as tarefas propostas impactaram o aprendizado dos estudantes, oferecendo
subsidios valiosos para o planejamento de aulas futuras. Esse processo de validacao é fun-
damental para garantir que as instru¢oes e recomendagdes estejam ancoradas em evidén-
cias concretas e representem fielmente as observagdes feitas na experimentacao.

Consoante Pais (2001), a fase de validagao exige atencao metodolégica redobrada,
pois é nessa etapa que se verifica a consisténcia cientifica do trabalho. Nessa perspectiva,
a Engenharia Didatica, como abordagem metodolégica, apoia-se em registros de estudos
de caso, cuja validade é restrita ao contexto especifico da pesquisa, garantindo a coeréncia
interna dos resultados obtidos.

Com base nesses pressupostos e com o objetivo de atender as necessidades especi-
ficas desse contexto, foram adaptadas as fases de implementacao e avaliacao.

+ Implementacao: realizacao da sequéncia de tarefas, observa¢des das interagdes entre
os licenciandos, entre o professor e os licenciandos, e entre os licenciandos e os recur-

sos didaticos, além da implementac¢ao de um teste final.
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+ Avaliagdo: realizada por meio da comparagdo entre o teste diagnostico e o teste final, da
analise das respostas a sequéncia de tarefas e da observa¢do dos comportamentos dos
licenciandos durante a fase de implementacao.

Neste artigo sdo discutidos os resultados obtidos com a implementacdo da sequén-
cia de tarefas a partir da andlise dos dados produzidos no teste diagndstico desenvolvido
nas etapas anteriores e das respostas coletadas no Questionario Final aplicado apds sua
realizagao.

Os participantes do estudo sao estudantes do 5° ao 8° periodo da Licenciatura em
Matematica da Unimontes, envolvidos em atividades do projeto de ensino do Laboratério
de Educagao Matematica (Labemat). Essa escolha ocorreu pelo fato de esses licenciandos
ja terem cursado, no 4° periodo, a disciplina Calculo Diferencial e Integral Ill, na qual sao
abordados, conforme a sua ementa®, os topicos de Integracao Dupla, Integracdo Tripla e
Mudanca de Coordenadas.

As tarefas foram propostas no laboratério de informatica do Centro de Ciéncias Exa-
tas e Tecnoldgicas da Unimontes, em que os licenciandos trabalharam individualmente com
o auxilio do GeoGebra. Aimplementacao ocorreu durante cinco dias, com encontros de duas
horas diarias. Cada participante (licenciando) compareceu a trés encontros, totalizando seis
horas de atividades.

O GeoGebra foi empregado com o recurso de gravacao, capturando as interacoes
dos licenciandos com o software. Paralelamente, as falas deles foram registradas por meio
de gravac¢des de dudio, complementadas por anotacoes no diario de campo, que mostram
observacoes relevantes sobre o comportamento e as dificuldades enfrentadas durante a
resolucdo das tarefas. Cada arquivo produzido no GeoGebra foi armazenado para analise
posterior. Os licenciandos também registraram suas respostas e observacées em um editor
de texto, ampliando o conjunto de dados disponiveis para a fase de analise.

Participaram desta etapa da pesquisa oito licenciandos. Inicialmente eram doze,
mas quatro haviam concluido o curso antes desta fase. Assim, o estudo prosseguiu com os
oito licenciandos ainda matriculados. Todos foram previamente informados sobre os objeti-
vos do estudo e tiveram preservadas suas identidades, em conformidade com os principios
éticos de pesquisas com seres humanos.

A proposta didatica implementada na etapa de experimentacao do estudo é com-
posta por uma sequéncia de tarefas organizadas em trés unidades tematicas: coordenadas
polares, coordenadas cilindricas e coordenadas esféricas. No Quadro 2, detalham-se as ta-

5 Ementa: Integracdo dupla. Integracdo tripla. Mudanca de coordenadas. Integrais de linha. Diferenciais exatas e independén-
cia de caminhos. Andlise vetorial: teoremas de Green, Gauss e Stokes. Disponivel em https://unimontes.br/wp-content/
uploads/2019/11/resolucao_cepex150.pdf. Acesso em: 12 mar. 2024.
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refas propostas, com seus objetivos e justificativas didaticas, fundamentadas nas respostas

e dificuldades observadas pelos licenciandos nas etapas anteriores.

Quadro 2 - Proposta Didatica

1. Mudanca de Coor-
denadas Polares

1.1 Construindo Integrais
Duplas em Coordenadas
Polares

Objetivo

Traduzir regides cartesianas
para polares.

Justificativa (sintese)

Dificuldades em converter
limites; suporte visual via
GeoGebra

1.2 Construindo Regides
de Integracdo a partir de
Integrais Duplas

Construir regides a partir de
integrais duplas.

Problemas na determinagao
de limites de integracdo; uso
de visualizagdo interativa

2. Mudanga de Coor-
denadas Cilindricas

2.1 Construindo Integrais
Triplas com Coordenadas
Cilindricas

Representar volumes em
coordenadas cilindricas.

Dificuldade em visualizar séli-
dos; apoio em visualizagdo 3D

2.2 Construindo Regides de
Integracao com Coordena-
das Cilindricas

Construir regides de integra-
¢ao usando integrais triplas
em coordenadas cilindricas.

Erros recorrentes na constru-
cdo de limites; pratica com
GeoGebra

3. Mudanca de Coor-
denadas Esféricas

3.1 Construindo Integrais
Triplas com Coordenadas
Esféricas

Representar volumes em
coordenadas esféricas.

Grandes dificuldades em pro-
blemas com esferas e cones;
visualizagdo de superficies

3.2 Construindo Regides de
Integragcdo com Coordena-
das Esféricas

Construir regides de integra-
¢do usando integrais triplas
em coordenadas esféricas.

Problemas na determinagao
de limites; refor¢o da conver-
sdo entre registros

Fonte: Elaboracdo propria

Na secdo seguinte, discutem-se as respostas da sequéncia de tarefas e do questiona-
rio final.

ANALISE

A Tarefa 1.1 propunha que os licenciandos explorassem uma regiao R em coordena-
das cartesianas, representando-a no GeoGebra e convertendo-a em coordenadas polares.
Nessa tarefa, deveriam identificar os limites e formular a integral dupla correspondente.

Seis dos oito participantes realizaram corretamente o tratamento algébrico inicial,
etapa essencial para compreender a geometria da regido R. Dois, porém, apresentaram in-
terpretagdes equivocadas, como considerar intervalos incorretos de angulos, revelando li-
mitacdes na leitura geométrica da equacao.

Na conversao para o registro grafico, seis participantes representaram a regiao de
modo adequado, evidenciando habilidade na passagem entre registros algébrico e geomé-
trico. Os dois restantes limitaram-se ao contorno do circulo ou omitiram parte da area, o que
indica dificuldade em articular a equagao com sua representacao visual.

A etapa seguinte, referente ao tratamento no registro grafico, envolvia a determina-
cao dos limites de integracao. Quatro licenciandos identificaram corretamente esses limites,
evidenciando competéncia para analisar a regido em coordenadas polares e reconhecer a
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variagdo apropriada dos parametros. Entre esses, evidenciam-se os registros do licenciando
Al (Figura 5).

Figura 5 - Registro do estudante Al

1.1 Construindo Integrais Duplas em Coordenadas Polares a partir de regides do R%. €) Reescreva a'equaglo que define a regilo R utilizando coordenadas polares.

Objetivo: Explora lisando a variagio de

scus parimetre sta regiio usando

coordenadas polares

Abra 0 GeoGebra,

a) No GeoGebra plote a regifio R definida por R = {(x,¥); 1S x> +»* < 4}
> Digite na linha de entrada 1 < x? + y* < 4.

b) Agora, faga um esbogo dessa regido no espago abaixo,

Fonte: Dados do estudo (2024)

A conversao do registro grafico para o algébrico, etapa em que os licenciandos de-
veriam expressar a integral dupla em coordenadas polares, mostrou-se a mais desafiadora.
Quatro participantes formularam corretamente a solugao, evidenciando coordenacao entre
os diferentes registros de representacao. Os demais apresentaram erros recorrentes, como
aomissao do fator (jacobiano), a definicao incorreta dos limites ou a elaboracao de integrais
incompletas. Essas dificuldades evidenciam fragilidades na articulacao entre registros e na
compreensao do jacobiano, o que confirma a complexidade envolvida nessa conversao (Du-
val, 2009).

A Tarefa 1.2 solicitou que os licenciandos interpretassem uma integral dupla em co-
ordenadas polares e identificassem a respectiva regiao de integracao. Em seguida, deve-
riam representa-la no GeoGebra, estabelecendo relacoes entre as expressoes algébricas e
geométricas. Segundo Duval (2009), essa conversao entre registros é cognitivamente com-
plexa, pois exige a articulacdo de diferentes representacdes. Entre os oito participantes, um
interpretou corretamente os limites da integral e identificou a regido no plano polar, eviden-
ciando dominio do registro algébrico (Figura 6).

Figura 6 - Registro do estudante A4

1.2 Construindo regides de integragio a parir de Integrais Duplas em Coordenadas Pola- b) Determine a(s) expressio(des) que define(m) a regido S.
res. i

Objetivo: Explorar a construgdo de regides de integragio através de integrais duplas em coor- TR* v =T(R™-71*)

denadas polares.

64 X*+u*< %4

Dada a integral dupla abaixo: ¢) Com o auxilio do GeoGebra faga o esbogo do sélide 5.

2t 9 I 'y
[ [ rarao
0%

Sabemos que um sélido § originou a integral acima. Dessa forma, vamos esbogar o sélido S,

com o auxilio do GeoGebra. -5

a) Quais os limites inferiores ¢ superiores de r ¢ 67

Fonte: Dados do estudo (2024)

Sete licenciandos apresentaram dificuldades no tratamento e na conversao entre re-
gistros. Trés interpretaram incorretamente os limites de representando um circulo comple-
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to, enquanto dois ndo conseguiram correlacionar limites e geometria, resultando em regis-
tros incompletos. Essas dificuldades confirmam o que Cometti (2018) observou ao destacar
os desafios em compreender relagcdes geométricas nas Integrais Multiplas, sobretudo quan-
do envolvem mudancas de coordenadas. A conversao do registro algébrico para o grafico se
mostrou desafiadora, pois, como afirma Duval (2009), exige a articulacao entre os limites de
integracao e a geometria para gerar representacgoes visuais precisas. Por outro lado, a solu-
cdo correta evidenciou o uso eficaz do GeoGebra, confirmando que recursos tecnoldégicos,
quando aliados a préticas estruturadas, favorecem a coordenacao entre registros (Almeida,
2021; Thieghi, 2021).

Os erros apresentados pelos demais licenciandos evidenciam a necessidade de pra-
ticas pedagdgicas que reforcem o tratamento e a conversao entre registros de representa-
¢do. Conforme destacam Silva (2019) e Rocha (2019), a auséncia de coordenacao entre re-
gistros constitui um dos principais obstaculos a aprendizagem das Integrais Multiplas, o que
reforca aimportancia de propor tarefas que articulem os aspectos geométricos e algébricos.

A Tarefa 2.1 consistiu em analisar uma regiado tridimensional definida por superficies
no espaco cartesiano e formular a integral tripla correspondente em coordenadas cilindri-
cas. Os licenciandos deveriam identificar as superficies que delimitavam o sélido e construir
aintegral no registro algébrico, mobilizando tanto opera¢des de tratamento quanto conver-
sao entre registros. Dos oito participantes, trés formularam corretamente a integral comple-
ta, evidenciando dominio do uso do GeoGebra e fluéncia na conversao algébrica (Figura 7).

Figura 7 - Registro do estudante A8

2.1 Canstruinda Tutegrais Triplas com Cogrdnadas Cilladricas a pi ies 0 gy Qual é a superficie que limita inferiormente o solida $7

Objetive: Explorr o de

eral tripha que epresent @ medid e volume desta regiio
d) Utilize a ferramenta Interseciio de Duas Superficies para encontrar a regido R entre o plano

x eocilindro.

» Clique sobre a ferramenta Intersegfio de Duas Superficies, em seguida, elique sobre
) Ploie aregifio § definide por § = {(x, 3,2} x* +3% m 4,z = 3T yTez = 0] o cilindro ¢ sobre o plana xy.

> Napu
» Digite

agin 30 & elque sobre el : 2
e 1 e cliue sebre <l ) Qual a representaglio geomélrica da regidio R?
R omt ogteet S

> Emseguids, dighe 2 = X5y
7 sz, dge 2 = ) Qual cquagio representa a regido R
b Qual & asuperfiie que limita soperiormente o s6lido 57 S 7
\“ S X
& ldewis it infirores ¢ supsriorss de r ¢ 0.

N} Agota, observando a Jancla de Visualizagio 3D, idenbifique os limiles inferiores ¢
" superfores de z.

i) Com base nes resposias anteriores, cscreva a integrl tipla em coordenadas cilindicas que
represeata o ealculo da medids do volume do sélido 5.
AP .

COe Az

Fonte: Dados do estudo (2024)

A maioria dos licenciandos apresentou dificuldades em alguma etapa da tarefa. Dois
cometeram erros no registro grafico, representando as superficies de forma imprecisa no
GeoGebra; um deles, inclusive, deixou de identificar a intersecao entre o cilindro e o plano, o
que comprometeu a solucao final. Esses erros sugerem limitagdes na andlise tridimensional,
aspecto que, segundo Cometti (2018), constitui um ponto critico no aprendizado de Inte-
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grais Multiplas. Mesmo entre aqueles que representaram corretamente a regidao no registro
grafico, observou-se dificuldade na conversao para o registro algébrico. Trés licenciandos
definiram limites inconsistentes para, usando valores fixos em vez de expressoes em, o que
evidencia a dificuldade em articular aspectos geométricos e algébricos, conforme afirma
Duval (2009).

A anadlise das resolu¢des também revela que o uso do GeoGebra, embora eficaz para
a visualizagdo inicial, nem sempre foi suficiente para superar as barreiras na conversdo. O
software pode favorecer o tratamento dentro do registro grafico, ao possibilitar manipula-
¢Oes dinamicas, mas sua efetividade depende de praticas de ensino que orientem os estu-
dantes a integrar tais representacoes as formulagoes algébricas (Almeida, 2021).

Entre os trés licenciandos que concluiram a tarefa com éxito, destacou-se a habilida-
de de coordenar registros, utilizando o GeoGebra como mediador entre as analises visual e
algébrica. Esses participantes mostraram dominio no tratamento grafico e algébrico e fluén-
cia na conversao entre registros, revelando compreensao conceitual das integrais triplas em
coordenadas cilindricas. Por outro lado, os equivocos recorrentes entre os demais reforcam
anecessidade de praticas de ensino que enfatizem a articulacdo entre registros de represen-
tacdao. Como aponta Rocha (2019), a dificuldade em conectar representagdes geométricas
e algébricas decorre, em parte, da auséncia de tarefas que explorem explicitamente essas
relacOes. Essa dificuldade se confirma nos erros observados na definicao dos limites de .

A Tarefa 2.2, que envolvia atividades de tratamento e conversdes, desafiava os licen-
ciandos a interpretar uma integral tripla em coordenadas cilindricas, identificar a regido tri-
dimensional e representa-la no GeoGebra. A resolucao exigia compreender a relacao entre
os limites de integracao e a geometria do sélido, além de habilidades para transitar entre
os registros algébricos e graficos, conforme discute Duval (2009). Os resultados evidenciam
que, entre os oito licenciandos, dois conseguiram completar a tarefa com precisao, identifi-
cando corretamente as regides que limitam o sélido e representando a regido tridimensio-
nal no GeoGebra. Esses estudantes mostraram dominio do registro algébrico e realizaram
com sucesso a conversao para o grafico, visualizando o sélido formado por cilindro, plano e
paraboloide, com destaque especial para o registro do licenciando A4 (Figura 8).

Figura 8 - Registro do estudante A4

Coondenndss ) Qual éa superficic que limita superiormente o sélida S? 5 Con s suas respostas a1 aqul, 553 o esboco do slido 5 que

¥
€} Qual & a superficic que limita inferiormente o sdlido §7

d) Utilize a ferramenta Interseqio de Duas Superficies pam encontrar a regidio R entre o plano

0. O que essa regifo representa?

cantesianas. Faga um esbogo

Fonte: Dados do estudo (2024)
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Entretanto, os licenciandos apresentaram dificuldades em diferentes etapas da tare-
fa. Esse erro reflete uma dificuldade no tratamento do registro algébrico, especificamente
na interpreta¢do das relagoes condicionais expressas nos limites de integracao. Conforme
Duval (2009), o tratamento inadequado das informacoes algébricas compromete toda a
conversao subsequente para o registro grafico, como foi observado nas resolucoes desses
estudantes.

Os demais licenciandos conseguiram identificar os limites de integracdao, mas apre-
sentaram dificuldades no tratamento dos limites de , de modo que nao conseguiram perce-
ber que um paraboloide limita inferiormente essa regiao, além de ficarem confusos quanto
a interseccao dos sélidos. Para Duval (2009), o tratamento inadequado das informacdes al-
gébricas compromete toda a conversao subsequente para o registro grafico, como foi obser-
vado nas resolugoes desses estudantes.

Por outro lado, os dois licenciandos que tiveram sucesso na tarefa mostraram fluén-
cia no tratamento e na conversao. Eles utilizaram o GeoGebra para construir uma represen-
tacdo clara do sélido e verificaram visualmente a consisténcia entre os limites fornecidos e
a geometria da regido. Essa habilidade é descrita por Duval (2009) como um indicador de
coordenacao eficiente entre registros, essencial para a compreensao matematica.

Nesse viés, Rocha (2019) e Silva (2019) afirmam que a coordenacdo entre registros
depende de préticas que articulem representa¢des geométricas e algébricas. Os erros re-
correntes na definicdo de limites e na interpretacao das intersecoes evidenciam lacunas nas
estratégias de ensino que integrem essas representa¢oes de forma estruturada.

A Tarefa 3.1 propunha que os licenciandos formulassem uma integral tripla em co-
ordenadas esféricas para calcular o volume de um sélido delimitado por uma esfera e um
cone. Aresolucao exigia analise da interacdo entre as superficies, identificacao dos limites e
expressao algébrica da integral, envolvendo tratamento e conversao entre registros (Duval,
2009). Entre os oito licenciandos, trés completaram corretamente a integral, destacando-se
o licenciando A6, que utilizou o GeoGebra para representar o sélido e realizou a conversao
para o registro algébrico. Esse participante evidenciou coordenagao bem-sucedida entre re-
gistros e compreensao dos conceitos avangados, conforme ilustrado na Figura 9.

Figura 9 - Registro do estudante A6
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3.1 Construindo Integrais Triplas com Coordenadas Esféricas a partir de regides do R%. ~ d) Para fazer uma analise dessa superficic em coordendas esféricas vamos observar a variago
-, N ) ) dos limites superiores e inferiores dos parimetros 6, ¢ p. Para tanto acesse o li
Objetivo: Explorar uma regido § descrita em coordenadas cartesianas analisando a variagdo de b G g0 o ik

) . X X hitps://w w/m/if6pkmz7.
seus parimetros e escrever a integral tripla que representa a medida de volume desta regido

) Fazendo a variaglo, através dos controles deslizantes, dos parimetros 6, ¢ ¢ p. reflita sobre
usando coordenadas esféricas. P Pgop.r ¢

os limites inferiores ¢ superiores desses pardmetros. Anote suas impressdes.
e ¢ ) emlomo do 0.2.
Abra 0 GeoGebra.

a) Plote aregido S definida por S = {(x,3,2); x* +y? + 22 = dez = [x2 +y2}.
> Na guia exibir habilite a Janela de Visualizagfio 3D e clique sobre cla.
> Digite na linha de entrada x2 + y? + 22 = 4. ¢) Com base nessas informagdes, construa a integral tripla em coordenadas esféricas para
> Em seguida, digite z = /x% + y2. caleular o volume do solido S (Diea: ajuste os parametros do applet, de acordo a regido S)
b) Qual ¢ a superficie que limita superiormente o s6lido §? ( ), ( 2
©) Qual ¢ a superficie que limita inferiormente o sélido $? el nl.p dpde
\ 07 senf .
J v ‘ 7

Fonte: Dados do estudo (2024)

Cinco licenciandos manifestaram dificuldades nessa tarefa. Trés apresentaram pro-
blemas nas representacdes graficas no GeoGebra, como a omissao do volume de intersecao
ou a separacao inadequada das superficies, o que evidencia limitagdes no tratamento do
registro grafico, conforme também observado por Cometti (2018).

Outros dois licenciandos erraram na conversao do registro grafico para o algébrico:
definiram incorretamente os limites de integracao ao desconsiderar a inclinacao do cone
ou omitiram o fator jacobiano, revelando fragilidades na compreensdo da relagao entre a
geometria das superficies e a formalizagcao algébrica. Segundo Duval (2009), esse tipo de
dificuldade estd diretamente relacionado a complexidade da conversao entre registros.

Por fim, os erros recorrentes, como a definicao inadequada de e a omissao do jaco-
biano, reforcam a necessidade de praticas de ensino que enfatizem a coordenacao entre os
registros grafico e algébrico. Conforme Duval (2009), a conversao entre registros é a ativida-
de cognitiva mais desafiadora no aprendizado matematico. Estratégias que combinem vi-
sualizacdes dindmicas, como as proporcionadas pelo GeoGebra, e as instru¢des detalhadas
sobre a traducgdo das informagdes geométricas para o registro algébrico podem favorecer a
fluéncia entre registros e, consequentemente, uma compreensao mais profunda dos con-
ceitos relacionados as Integrais Multiplas em coordenadas esféricas.

A Tarefa 3.2 desafiava os licenciandos a interpretar uma integral tripla em coorde-
nadas esféricas, identificar a regido tridimensional correspondente e representa-la grafica-
mente utilizando o GeoGebra. O objetivo principal era avaliar a capacidade de converter in-
formacdes do registro algébrico para o grafico. Entre os oito licenciandos, seis conseguiram
concluir a tarefa de forma satisfatéria, representando corretamente a regiao tridimensional
correspondente a integral no GeoGebra, como ilustrado nos registros do estudante A7 (Fi-
gura 10).

Figura 10 - Registro do estudante A7
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32 Construindo regides de integragio através de Integrais Triplas com Coordenadas  d) Com a ajuda do GeoGebra e das suas respostas até aqui, faga um esbogo do sélido § que
Esféricas. originou a integral tripla acima.
Objetivo: Explorar a construgio de regides de integragio através de integrais (riplas em

«coordenadas esféricas.
Dadaa integral tripla abaixo.
is

Fx)
IJ ptseng dpdgde
2 a0

I

a) Acesse o link luy cbra.ore/m/ifipkmz, ajuste os parimetros de acordo a

regito § da integral

b) Qual & a superficie que limita superiormente o solido 57

©) Qual é a superficie que limita inferiomente o sdlido 57

Fonte: Dados do estudo (2024)

O licenciando A7 mostrou dominio na interpretacao dos limites de integracdo que
definiam a regiao delimitada por uma esfera e um cone. Ele traduziu essas informagoes para
o registro grafico ao construir o sélido no GeoGebra. Esse processo reflete uma habilidade
eficaz em realizar a conversao entre registros, caracteristica fundamental para o aprendiza-
do matematico avangado, segundo Duval (2009).

De modo geral, seis licenciandos concluiram essa tarefa. Um dos fatores que pode ter
contribuido para esse resultado foi 0 uso do Applet® do GeoGebra (Figura 9), que, por meio
dos controles deslizantes, permitiu definir no registro grafico os limites de integracao identi-
ficados naintegral proposta. Os outros dois estudantes nao fizeram nenhum tipo de registro
nessa atividade, conforme explicitado na Figura 11.

Figura 11 - Applet

No sistema de coordenadas esféricas, um ponto P ¢ representado pelas
coordenadas. p. @ & ®, ou seja: P(p, 8, ©).

> p indica a disténcia do ponto P até a ofigem.

> 8 & 0 dngulo entre o semi-eixo x > 0 & 0 ponto P

t> ® 6 0 angulo entre OP e o semi-eixo z > 0

p=VR+A+ 2 @ ....,m,[[) @ =arctg e

Ponto em coordenadas esféricas
Pip,0,¢) = (3,214,09)
Ponto em coordenadas cartesianas

P(p seng: costl, p- seng: send, p cosgp) = (—1.27, 1.98, 1.86)

]
——
£ #=214rad
°
b & =09 rad
= ® = 5157

Fonte: Dados do estudo (2024)

Os dados produzidos pelo questionario aplicado aos licenciandos apés a resolugao
da sequéncia de tarefas forneceram informacgdes que complementaram a analise das ativi-
dades desenvolvidas. De modo geral, os participantes destacaram que o uso do GeoGebra
foi essencial para ampliar a visualizacao das regides de integracao e favorecer a compreen-
sdo das relacOes entre as representacoes algébricas e graficas.

Um dos licenciandos ressaltou:

5 Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/vwyu8m9u
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A experiéncia de interpretacdo grdfica de regides de integra¢do com o auxilio do Ge-
oGebra foi muito interessante, pois visualizar geometricamente o que estd aconte-
cendo facilita bastante a compreensdo (A1, Questiondrio, 2024).

Outro licenciando destacou:

[...] utilizei 0 GeoGebra durante praticamente toda minha graduagdo, principalmen-
te nas disciplinas de Cdlculo, entretanto, admito que ajudou muito na maneira como
visualizo as regides de integragdo, pois havia meses que ndo fazia atividades sobre
integrais e apenas com as questdes propostas e fazendo as construcdes no GeoGe-
bra pude resgatar os conceitos de integral dupla e tripla (A8, Questiondrio, 2024).
Apesar de a maioria dos participantes relatar alguma familiaridade com o aplicativo,
foi mencionada a necessidade de uma introducao mais especifica as funcionalidades pe-
culiares do GeoGebra para evitar dificuldades iniciais. Além disso, como apontado por um

licenciando, seria Gtil incluir explicacdes mais detalhadas sobre o papel do jacobiano.

Se possivel, trazer questionamentos que ficam na teoria, como por exemplo o “ja-
cobiano’, apesar de ja ter feito a disciplina Cdlculo 3 e ter um certo dominio com o
GeoGebra nunca procurei uma interpretagdo para o “jacobiano” e nem fago ideia “de
onde ele se encaixaria” (A4, Questiondrio, 2024).
Quanto aos avangos, os participantes relataram melhorias na interpretagdo e formu-
lacdo de Integrais Mdltiplas, especialmente ao transitar entre os registros graficos e algébri-

cos.

Com o auxilio do GeoGebra, a compreensdo melhorou bastante, pois é possivel ver
graficamente o que estd acontecendo. Isso ajuda a entender ndo apenas as regides
de integragéo, mas também as mudangas de integragéo especificas dessas regides e
os limites das integrais. Essa visualiza¢do dindmica tornou o conceito mais intuitivo
e acessivel (A4, Questiondrio, 2024).
Comparando com os dados do teste diagndstico, observou-se que as dificuldades
relacionadas a visualizagao tridimensional e a definicdo de limites de integracao foram par-
cialmente superadas, sobretudo quando o GeoGebra foi utilizado para explorar interativa-

mente as relacdes entre as varidveis envolvidas.

CONSIDERACOES FINAIS

O estudo teve como objetivo analisar conhecimentos mobilizados por licenciandos
ao resolver uma sequéncia de tarefas que utiliza diferentes registros de representacao sobre
Mudanca de Coordenadas em Integrais Multiplas. Nesse contexto, buscou-se compreender
como eles alternam os registros algébricos e graficos e como essa articulacao contribui para
a compreensao de conceitos matematicos. O aplicativo GeoGebra foi utilizado como fer-
ramenta pedagégica de forma a potencializar o processo de aprendizagem, promovendo
visualiza¢Oes dindmicas e interativas.
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As contribuicoes do estudo evidenciam como os pressupostos da Engenharia Didati-
ca influenciaram o planejamento e aimplementacao da sequéncia de tarefas. Desde o inicio
da pesquisa da qual o estudo é integrante, explicitada em publica¢des anteriores, a analise
prévia possibilitou identificar as principais dificuldades manifestadas pelos licenciandos,
como a visualizacao de regides tridimensionais e a conversao entre registros de represen-
tacao semidtica. Essas informacg0es orientaram a elaboracao das tarefas na fase de andlise
a priori, garantindo que as tarefas fossem planejadas com base em evidéncias coletadas no
teste diagnéstico e na revisao de literatura. Na andlise a posteriori, os dados obtidos permi-
tiram avaliar as estratégias utilizadas pelos licenciandos, validando as hipéteses formuladas
e apontando aspectos passiveis de aprimoramento.

Aintegracdo entre a TRRS e ferramentas tecnolégicas, como o GeoGebra, destacou-
-se como um recurso eficiente para abordar barreiras cognitivas relacionadas a transicao
entre diferentes registros de representacdo. A TRRS trouxe o suporte tedrico necessario para
entender como os licenciandos manipulam e convertem representagdes algébricas, grafi-
cas e geométricas, enquanto o GeoGebra proporcionou uma plataforma interativa para a
visualizacdo dinamica e exploracao de conceitos complexos. Durante a implementagao da
sequéncia de tarefas, foi possivel observar que a utilizagdo do GeoGebra auxiliou na cons-
trucao de representacdes graficas e na interpretacdo de limites de integracao, contribuindo
para que os licenciandos superassem parte das dificuldades apontadas nas fases anteriores
da pesquisa.

Foram identificados desafios persistentes, como a dificuldade de alguns licencian-
dos na transicao do registro grafico para o algébrico. Esses resultados ressaltam a importan-
cia de uma mediacao pedagédgica efetiva, em que o professor atue como facilitador na cons-
trucao de conexoes entre os diferentes registros e na superacao de dificuldades conceituais.

Com base nos resultados, algumas recomendacdes didaticas podem ser propostas
para professores que atuam no ensino de Calculo Integral e areas afins. Primeiramente, os
professores podem incorporar recursos tecnolégicos, como o GeoGebra, de forma planeja-
da, utilizando essas ferramentas para promover a articulacao entre registros de represen-
tacao semiética. A realizacao de tarefas que envolvem tanto a visualizacdao quanto a formu-
lacdo algébrica pode ser uma boa estratégia para fortalecer a compreensao dos conceitos
matematicos. Recomenda-se também que os professores dediquem momentos especificos
para discutir o significado geométrico de elementos como o jacobiano, esclarecendo seu
papel nas mudancas de varidveis. Além disso, estratégias que estimulam a participacao ati-
va dos estudantes, como trabalhos em grupo, podem favorecer a troca de ideias e a constru-
cao colaborativa do conhecimento.

Para pesquisas futuras, sugere-se uma exploracao de outras ferramentas digitais que
possam complementar ou expandir as possibilidades oferecidas pelo GeoGebra no ensino
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de Integrais Multiplas e Mudancas de Coordenadas. Pesquisas que analisam o impacto do
tempo de exposicao as tarefas propostas no desenvolvimento da habilidade de transitar
entre registros de representacao também podem ser relevantes. Outra linha de estudo seria
a andlise de praticas pedagogicas colaborativas, avaliando como o trabalho em grupo pode
contribuir para a superacao de dificuldades relacionadas a conversao entre registros de re-
presentacao. Além disso, seria interessante investigar o uso de metodologias que integrem
aspectos teodricos e praticos de forma continua, promovendo ciclos iterativos de avaliagao
e aprimoramento.

Evidencia-se a importancia de se considerarem os fatores afetivos e motivacionais
no planejamento das praticas pedagégicas. Foi perceptivel, naimplementacao da proposta,
o envolvimento dos estudantes ao interagir com o GeoGebra, quando perceberam avancos
na compreensao dos conceitos. Esses aspectos indicam que o uso de tecnologias, aliado a
abordagens que valorizam a autonomia e a interacao entre os participantes, pode favorecer
o aprendizado de conteldos matematicos. Incorporar momentos de reflexao sobre os avan-
cos obtidos e criar um ambiente acolhedor e motivador pode contribuir para o envolvimen-
to dos estudantes e para o sucesso das estratégias propostas.

O estudo reafirma a relevancia da Engenharia Didatica como metodologia para es-
truturar o ensino de contetdos matematicos, como as Mudancgas de Coordenadas em Inte-
grais Multiplas. Reafirma, ainda, a combinacao de recursos tecnolégicos com fundamentos
teoricos, como o TRRS que se apresenta como uma abordagem que transforma o ensino de
Matematica, em particular do Calculo Integral, em uma experiéncia que integra teoria, pra-
tica e tecnologia de maneira acessivel.

Por fim, o estudo contribui para o campo da Educa¢ao Matematica ao oferecer sub-
sidios tedricos e praticos para o ensino de Integrais Multiplas, reforcando o papel das tecno-
logias digitais como aliadas na constru¢ao do conhecimento.
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