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Resumen

El articulo plantea como objetivo identificar y encontrar relaciones en el conocimiento especializado que una
profesora moviliza en la implementacién en el aula de la introduccién de la multiplicacién con alumnado de
7-8 afios. La investigacion se enmarca en el modelo Mathematics Teachers’ Specialised Knowledge que conci-
be el conocimiento del docente como una red integrada por distintos conocimientos interrelacionados. Desde
una metodologia cualitativa con enfoque interpretativo, se realiza un estudio de caso centrado en el analisis
de la implementacién de tres sesiones de introduccién a la multiplicacién de niimeros naturales. La recogida
de informacién se realiz6 mediante la grabacién en video y audio y las posteriores transcripciones, ademas de
la observacién directa en el aula. El anlisis se llevé a cabo mediante la codificacién de las transcripciones en
Atlas.ti, pretendiendo identificar categorias de conocimiento especializado que emergiera, asi como relacio-
nes. Los resultados muestran que la profesora moviliza conocimiento especializado del contenido matematico
y didactico del contenido. Ademas, se describen relaciones entre los subdominios que se evidencian en el ana-
lisis. Se concluye confirmando que el conocimiento disciplinar, en este caso, especialmente el conocimiento
de los temas sirve de base para sustentar el conocimiento didactico del contenido que permite la ensefianza
de la multiplicacién de nimeros enteros, fundamentalmente del conocimiento de estrategias de ensefianza
de este tema.

Palabras clave: Conocimiento disciplinar, Conocimiento didactico del contenido, Educacién primaria,
Multiplicacién, MTSK.

Relationships in a teacher's specialised knowledge in teaching
multiplication of natural numbers

Abstract

The aim of this article is to identify and find relationships in the specialised knowledge that a teacher mobilises
in the classroom implementation of the introduction of multiplication with 7-8 year-old students. The resear-
ch is framed within the Mathematics Teachers' Specialised Knowledge model, which conceives the teacher's
knowledge as a network made up of different interrelated knowledge. Using a qualitative methodology with
an interpretative approach, a case study was carried out focusing on the analysis of the implementation of
three introductory sessions on the multiplication of natural numbers. The information was collected through
video and audio recording and subsequent transcriptions, in addition to direct observation in the classroom.
The analysis was carried out by coding the transcripts in Atlas.ti, aiming to identify categories of specialised
knowledge that emerged, as well as relationships. The results show that the teacher displays specialised ma-
thematical and didactic content knowledge. In addition, relationships between the subdomains that are evi-
dent in the analysis are described. It is concluded by confirming that disciplinary knowledge, in this case,
especially subject knowledge, serves as a basis to support the didactic knowledge of the content that enables
the teaching of multiplication of integers, fundamentally the knowledge of teaching strategies for this subject.
Keywords: Subject matter knowledge, Pedagogical content knowledge, Primary education, Multiplication, MTSK.
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Relaciones en el conocimiento especializado de una profesora en la ensefianza de la multiplicacién de nimeros...

Relacodes entre o conhecimento especializado de um professor
no ensino da multiplicacao de nimeros naturais

Resumo

O objetivo deste artigo é identificar e encontrar relagdes no conhecimento especializado que um professor mo-
biliza na implementa¢do em sala de aula da introdugao da multiplicagdo com alunos de 7 a 8 anos de idade.
A pesquisa esta enquadrada no modelo de Conhecimento Especializado de Professores de Matematica, que
concebe o conhecimento do professor como uma rede composta de diferentes conhecimentos inter-relacio-
nados. Usando uma metodologia qualitativa com uma abordagem interpretativa, foi realizado um estudo de
caso com foco na andlise da implementacdo de trés sessdes introdutérias sobre a multiplicacdo de ndimeros
naturais. As informacdes foram coletadas por meio de gravacao de video e dudio e subsequentes transcri¢oes,
além de observacado direta na sala de aula. A andlise foi realizada por meio da codificagdo das transcri¢des no
Atlas.ti, com o objetivo de identificar as categorias de conhecimento especializado que surgiram, bem como
as relagoes. Os resultados mostram que o professor apresenta conhecimento especializado em matematica e
conteldo didético. Além disso, sdo descritas as relagdes entre os subdominios que sdo evidentes na analise.
Conclui-se confirmando que o conhecimento disciplinar, nesse caso, especialmente o conhecimento da maté-
ria, serve de base para apoiar o conhecimento didatico do contelido que possibilita o ensino da multiplicacao
de nimeros inteiros, fundamentalmente o conhecimento de estratégias de ensino para esse assunto.
Palavras-chave: Conhecimento disciplinar, Conhecimento didatico do conteldo, Educagdo primaria,
Multiplicacdao, MTSK.

INTRODUCCION

El pensamiento multiplicativo permite desarrollar la capacidad de considerar simul-
tdneamente unidades de uno y unidades de mas de uno (Downton y Sullivan, 2017), o lo
que es lo mismo, pensar en diferentes tamanos de unidades al mismo tiempo (Clark y Ka-
mii, 1996). Downton y Sullivan (2017) también destacan que el pensamiento multiplicativo
constituye la base del razonamiento proporcional y es un requisito previo esencial para la
comprension de conceptos matematicos avanzados como el algebra, la proporcionalidad,
la tasa, las fracciones, los decimales, los porcentajes o la interpretacion de datos estadisti-
cos y de probabilidad.

Estudios mas recientes sefialan la necesidad de investigar mas sobre como disenar
maneras de ensefiar la multiplicacién para que los nifios realmente entiendan su significado
(Gotze y Baiker, 2020).

Numerosos estudios han sefialado el pensamiento multiplicativo conceptualmente
mas exigente que el aditivo (Downton y Sullivan, 2017), por lo que es fundamental que los
docentes conozcan tanto el contenido matematico, como también las estrategias didacticas
que permitan construir dicho pensamiento (Tascon-Cardona y Juarez-Ruiz, 2024). Esto es,
que posean conocimiento del contenido y didactico del contenido que permita su ensefian-
za de manera efectiva (Hurst y Hurrell, 2016).

Este estudio se centra en analizar el conocimiento especializado de una profesora
de Educacién Primaria cuando introduce la multiplicacién, en concreto la tabla del 2, a es-
tudiantes de 7'y 8 afios. Esperamos que los hallazgos de este estudio puedan contribuir a la
formacién inicial y continua de los docentes, para poder hacer propuestas formativas que
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les permitan el desarrollo de dicho conocimiento, lo que redundaria en una ensefianza mas
significativa.

REFERENCIAL TEORICO

Una ensefianza efectiva de las matematicas depende en gran medida del conoci-
miento que poseen los profesores (Hill y Charalambous, 2012; National Mathematics Advi-
sory Panel, 2008). Comprender qué saben los profesores de matematicas y como utilizan ese
conocimiento en el aula es fundamental para mejorar la educacién matematica. A lo largo
de los anos, la investigacién ha buscado identificar y diferenciar las distintas dimensiones
del conocimiento para ensefiar matematicas de manera efectiva (por ejemplo, Ball et al.,
2008). Esto incluye tanto un dominio de los contenidos matematicos sobre la multiplicaci-
6n, como del conocimiento didactico de la multiplicacion de nimeros naturales.

Conocimiento especializado del profesor de matematicas

El estudio del conocimiento del profesorado de matematicas ha sido un tema recur-
rente en la investigacion, lo que ha llevado al desarrollo de diversos modelos teéricos. Par-
tiendo de Shulman (1986), pionero en investigar el conocimiento especifico del profesor que
ensefia una materia en concreto, surgen otros modelos con gran repercusion en el estudio
del conocimiento especifico del profesorado de matematicas concretamente, como es el
Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) de Ball et al. (2008). Posteriormente, el modelo
Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK), propuesto por Carrillo et al. (2018),
surge como una alternativa del MKT, ofreciendo mayor especificidad en la descripcién del
conocimiento del docente, al desarrollar un sistema de categorias de cada subdominio. A
diferencia del modelo de Ball et al. (2008), el MTSK incorpora a la descripcién del conoci-
miento del profesorado de matematicas las concepciones del docente como un factor clave
en su practica profesional y que interactiia con su conocimiento. Asi, este modelo diferencia
tres grandes dimensiones: el conocimiento matematico (Mathematical Knowledge, MK), el
conocimiento didactico del contenido (Pedagogical Content Knowledge, PCK) y las concep-
ciones del docente (Beliefs).

El modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge

El modelo MTSK mantiene la idea de Shulman (1986) de que el conocimiento del do-
cente de matematicas no solo debe abarcar la pedagogia o didactica general, sino también
conocimientos especificos de la disciplina. Ademas, sigue el enfoque analitico del trabajo
de Shulman (1986) diferenciando entre dos dominios principales. Como muestra la Figura 1,
el modelo estructura el contenido del conocimiento del profesor en dos grandes dominios:
el conocimiento matematico (MK) y el conocimiento didactico del contenido (PCK). De este
modo, recoge la idea inicial de Shulman (1986) en relacién con la necesidad de conocimien-
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to de la disciplina y conocimiento especifico sobre cémo se ensefia y aprende dicha disci-
plina, siendo esto Ultimo el contenido del PCK. Junto a estos, se integra un tercer dominio
(Beliefs) que engloba sus concepciones sobre la matematica y sobre la ensefianza y apren-
dizaje de la misma (Carrillo et al., 2018). Este tercer dominio no se tendra en cuenta en esta
investigacion.

Figura 1 - Modelo MTSK
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Fuente: Escudero-Avila et al. (2015, p. 56)

Conocimiento Matematico (MK): El conocimiento matematico del profesor se organi-
za en tres subdominios.

« Knowledge of Topics (KoT): Se refiere a los contenidos matematicos que el docente conoce y
cémo los comprende. Incluye aspectos fenomenoldgicos, definiciones, registros de representa-
ciény procedimientos especificos del tema matematico en cuestién (Vasco y Moriel, 2022).

« Knowledge of the Structure of Mathematics (KSM): Relacionado con el conocimiento del docente
sobre conexiones entre diferentes temas matematicos. Esto permite una comprensiéon mas am-
plia de la disciplina y facilita la transicion entre niveles educativos (Carrillo et al., 2018).

«  Knowledge of Practices in Mathematics (KPM): Hace referencia al conocimiento sobre los méto-
dos de produccién matematica, incluyendo técnicas, caracteristicas y funciones de dichas prac-
ticas (como las practicas matematicas de demostrar, definir, o resolver problemas), asi como el
papel del lenguaje matematico (Delgado et al., 2022).

Conocimiento Didactico del Contenido (PCK): El conocimiento didactico del conteni-
do en el modelo MTSK, se divide en tres subdominios.

« Knowledge of Mathematics Teaching (KMT): Hace referencia al conocimiento sobre teorias espe-
cificas de ensefianza de algin tema matematico, asi como sobre estrategias y actividades pro-
pias del tema. Incluye el conocimiento sobre el uso de materiales manipulativos y representacio-

nes para la ensefianza (Carrillo et al., 2018).
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« Knowledge of Features of Learning Mathematics (KFLM): Engloba el conocimiento del docente
sobre los procesos de aprendizaje matematico, incluyendo sobre teorias de aprendizaje, dificul-
tades y errores comunes de los estudiantes, asi como sobre formas de interaccién con un tema
concreto y las posibles expectativas o intereses a tener en cuenta en el aprendizaje de las mate-
maéticas (Escudero-Avila, 2022).

« Knowledge of Mathematics Learning Standards (KMLS): Relacionado con los estdndares de
aprendizaje en matematicas, incluyendo el conocimiento sobre los resultados de aprendizaje
esperados, las expectativas de logro conceptual y procedimental y la secuenciacién de conteni-

dos (Carrillo et al., 2018).

Aplicaciones del modelo MTSK en la investigacion educativa

El modelo MTSK ha sido utilizado en la investigacion para analizar en detalle qué
tipo de conocimientos especificos movilizan los profesores de matematicas en su ejercicio
en clase. Esto ayuda a comprender mejor cdmo los docentes aplican sus conocimientos de
matematicas y de cdmo se ensefan y se aprenden en situaciones reales. Se posiciona desde
un enfoque no evaluativo del conocimiento docente, persiguiendo comprender como los
profesores utilizan su conocimiento en situaciones reales de ensefianza (Zakaryany Ribeiro,
2019).

Ciertas investigaciones recientes han empleado el MTSK para examinar como los
profesores conocen, desde el punto de vista del conocimiento matematico y didactico del
contenido, el contenido que ensefian, destacando la importancia de una formacién docente
que integre ambos aspectos (Montes et al., 2024; Muiioz-Catalan et al., 2021).

Dado que el conocimiento del profesorado es un sistema interconectado (Sanchezy
Rodriguez, 2025), resulta interesante seguir investigando cémo estos subdominios se rela-
cionan en la practica docente.

Ensefanza y aprendizaje de la multiplicacion de niimeros naturales

El conocimiento del docente en la ensefianza de la multiplicacién en los primeros
cursos de Educacién Primaria desempefia un papel clave en la construccion del pensamien-
to matematico de los estudiantes. Aprender la multiplicacién es un proceso complejo, de-
bido a la dificultad de identificar las situaciones en las que se aplica el razonamiento multi-
plicativo (Jacob y Willis, 2003). Este proceso se enmarca dentro de lo que Vergnaud (1994)
denomina campo conceptual multiplicativo, en el que se incluyen conceptos interrelacio-
nados como fracciones, razones y proporcionalidad, que requieren un tipo de pensamiento
cualitativamente diferente al aditivo.

Muchos estudiantes de hasta 7y 8 afios continlian resolviendo problemas multiplica-
tivos con estrategias aditivas, sin lograr establecer conexiones entre las tablas de multiplicar
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memorizadasy su aplicacidn en problemas mas complejos (Downton y Sullivan, 2017). Esto
se debe, en parte, a que la ensefianza de la multiplicacion suele centrarse en la repeticién
de productos, sin abordar en profundidad el significado que subyace (Gotze, 2019). Otros es-
tudios han demostrado que el alumnado, incluso en niveles superiores, continlia interpre-
tando la multiplicacién exclusivamente como adicion reiterada, conduciéndolos a errores
frecuentes (Gotze y Baiker, 2023).

La ensefianza tradicional asume que al utilizar la notacién simbdlica (3 x 8 en lugar
de 8 + 8 + 8), los estudiantes desarrollaran automaticamente el razonamiento multiplicati-
vo, cuando en realidad este cambio de enfoque no siempre ocurre de manera espontanea
(Clark y Kamii, 1996). Esta dificultad se debe a que el paso del pensamiento aditivo al multi-
plicativo implica un cambio cualitativo en la forma en que los estudiantes comprenden los
ndmeros y sus relaciones (Gaidoschik et al., 2018; Gotze, 2019). En este sentido, interpretar
la multiplicacién solo como suma sucesiva puede ser Gtil en las primeras etapas, pero se
vuelve insuficiente cuando los estudiantes deben abordar conceptos mas avanzados como
los nimeros racionales (Gotze y Baiker, 2020). Ademas, se ha sefialado que ciertas expre-
siones utilizadas en la ensefianza, como “3 veces 4” o “3 grupos de 4”, pueden limitar el
desarrollo del pensamiento multiplicativo al no enfatizar la estructura de la multiplicacién
como composicion de unidades (Downton y Sullivan, 2017; Gotze y Baiker, 2020). Una pers-
pectiva mas significativa es emplear expresiones como “5 cuatros”, que no solo refuerzan
la comprensién de la multiplicacién con nimeros naturales, sino que también facilitan la
generalizacion de este concepto a otros ambitos matematicos, como la multiplicacién de
fracciones (Thompson y Saldanha, 2003).

Para superar estos obstaculos, es fundamental que los docentes comprendan las
caracteristicas del pensamiento algebraico y su relaciéon con la multiplicacion (Regis et al.,
2025). Esto permitiria no solo ensefiar la operacién, sino también promover el desarrollo
de estructuras matematicas que permitan a los estudiantes avanzar mas alld de la meca-
nizacion de calculos. En este sentido, Flores et al. (2015) proponen etapas en el proceso de
aprendizaje de la multiplicacién, que incluyen de accion, de uso de modelos, de simboliza-
cién, de hechos numéricos y tablas, de uso de algoritmo y de aplicacion a la resolucién de
problemas.

Los procesos de ensefianza de la multiplicacién deben disefiarse para fomentar la
creacién de significado multiplicativo en el aula. Seglin Gotze y Baiker (2020), esto puede
lograrse mediante el uso de diversas representaciones matematicas (concretas, graficas,
simbolicas y verbales) y registros linglisticos (cotidiano, académico y técnico). La combi-
nacion de expresiones como “5 treses” con representaciones visuales como una trama de
puntos rectangular puede contribuir al desarrollo del pensamiento multiplicativo y mejorar
la comprensién conceptual de los estudiantes entre 7y 9 afios (Erath et al., 2021). Ademas,
autores como Velasquez et al. (2023) destacan la importancia del apoyo en modelos visu-
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ales y manipulativos para iniciar el aprendizaje de la multiplicacién desde la comprensién,
utilizando diagramas, representacion en areasy la suma repetida de grupos iguales. La ver-
balizacion de estructuras multiplicativas permite a los estudiantes conectar diferentes re-
presentacionesy generalizar el concepto de multiplicacién mas alla de la suma reiterada. Al
mismo tiempo, es importante considerar que el dominio del algoritmo convencional por si
solo no garantiza la comprension de los conceptos a los que dan significado, ya que muchos
docentes tienden a centrar su ensefianza en la repeticion mecdanica de procedimientos sin
una construccion conceptual adecuada (Thompson y Saldanha, 2003).

En definitiva, mejorar la ensefianza de la multiplicaciéon en Educacién Primaria re-
quiere de un conocimiento integrado que combine estrategias pedagdgicas con una com-
prension profunda de los contenidos, en este caso de la estructura multiplicativa. Dado que
la multiplicacién es un contenido clave, en tanto que se extiende a otros conceptos mate-
maticos, su ensefianza debe ser abordada con una visidn globalizada de la disciplina, que
garantice la conexion con contenidos futuros como la proporcionalidad y el algebra (Verg-
naud, 1994).

En este contexto, surge la siguiente pregunta que planteamos para nuestra investiga-
cién: ;Como se refleja el conocimiento del contenido y didactico del contenido de una pro-
fesora experta de Educacion Primaria en una sesion introductoria sobre la multiplicaciény
qué relaciones se encuentran entre elementos de su conocimiento especializado?

METODOLOGIA

La presente investigacion se enmarca en el paradigma interpretativo (Patton, 2015) y
tiene como objetivo describir, a partir de un estudio de caso (Yin, 2018), los conocimientos
evidenciados por una docente a través de la implementacion de tres sesiones de aula, de
una hora aproximadamente cada una.

Las sesiones, enmarcadas en la asignatura de matematicas, buscaban introducir la
multiplicacién y la tabla del 2 mediante la resolucién de problemas.

Contexto e informante

La investigacion se llevo a cabo en un colegio de una pequeiia localidad del sur de
Portugal. La profesora, en el momento del estudio impartia clases en 2° curso de la etapa
de Educacion Primaria (alumnos de 7y 8 ainos). Fue seleccionada intencionadamente, pues
cuenta con mas de 20 afios de experiencia docente, todos ellos en la misma etapa educativa,
y es una profesora que ha procurado su formacién y mejora continua de su practica docente.
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Recogida y analisis de datos

La recogida de datos comenzé durante la puesta en practica de las tres sesiones don-
de la profesora estuvo acompafiada por una de las autoras de este articulo como observa-
dora no participante.

Se grabé en video y se utilizaron grabadoras de audio para las intervenciones de los
alumnos. Los protocolos de autorizacién para la recogida de datos fueron facilitados por la
universidad y firmados por los tutores legales de los alumnos participantes.

Inicialmente, se transcribieron todos los datos para proceder a su estudio a través
del uso del software de analisis de datos cualitativos Atlas.ti (Woods et al., 2015).

Posteriormente, cada una de las autoras de este estudio analizé individualmente los
datos de laimplementacion de las tres lecciones, asociando fragmentos de las transcripcio-
nes a cédigos relativos a los subdominios y categorias del modelo MTSK, para obtener evi-
dencias sobre los conocimientos de la profesora. A continuacién, se pusieron en comun los
resultados de dicho proceso. Hubo acuerdo en la mayoria de las evidencias categorizadasy,
para el resto, se trabajé hasta alcanzar el consenso.

Para dar respuesta a nuestra pregunta de investigaciony, con el fin de analizar la coo-
currencia de estos conocimientos, se registré qué subdominios aparecian simultaneamente
en cada unidad de informacion. Esta coocurrencia se entendié como la presencia conjunta
de dos o mas tipos de conocimiento en una misma unidad, lo cual permiti6 observar rela-
ciones entre su conocimiento.

RESULTADOS

Desde el enfoque que nos ofrece este modelo y considerando los aportes que desde
Carrillo et al. (2022) se hacen a los subdominios y categorias del Mathematics Teachers’ Spe-
cialised Knowledge (MTSK), procedemos a introducir los resultados principales que hemos
obtenido de nuestro andlisis. En cuanto a como se refleja el conocimiento del contenido y
didactico del contenido, los subdominios del modelo MTSK que han emergido durante las
tres sesiones de aula son los correspondientes al Conocimiento didactico del contenido,
es decir, la profesora muestra evidencias de su Conocimiento de la ensefianza de las ma-
tematicas (KMT), asi como de su Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las
matematicas (KFLM) y del Conocimiento de los estdndares de aprendizaje de las matema-
ticas (KMLS). Ademas, y, como era de esperar en la introduccién de un tépico matematico,
emerge su Conocimiento de los temas (KoT), estando muy presente en su didlogo con los
estudiantes.

En cuanto a las relaciones que identificamos entre los distintos subdominios a lo lar-
go de las tres sesiones, en primer lugar, se destacan las conexiones de coocurrencia que se
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dan entre el Conocimiento de los temas y los tres subdominios del Conocimiento didactico
del contenido que muestra el diagrama de Sankey en la Figura 2. La anchura de cada flujo
indica la frecuencia con la que, en este caso el Conocimiento de los temas (KoT), aparece
vinculado a cada uno de los subdominios que estan a la derecha del grafico. Asi, sefialamos
como relevante que la relacién con mas evidencias detectadas es la que existe en episodios
donde convergen el Conocimiento de los temas (KoT) y el Conocimiento de la ensefianza de
las matematicas (KMT).

Figura 2 - Gréfico coocurrencia entre KoT y resto de subdominios de conocimiento
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Como podemos observar en la Figura 2, existen coocurrencias de conocimiento en el
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didlogo de la profesora con sus estudiantes en el aula. En este caso abordamos las relaciones
entre el subdominio del Conocimiento de los temas y los tres subdominios que componen
el Conocimiento didactico del contenido. De este modo, observamos como la profesora se
apoya en su conocimiento disciplinar de matematicas cuando moviliza conocimiento didac-
tico del contenido en su intervencién con los estudiantes introduciendo la multiplicacion.
Por ejemplo, en el siguiente episodio vemos cdmo su conocimiento de la notacién mate-
matica de las operaciones aritméticas basicas (KoT, conocimiento sobre representaciones)
junto con su conocimiento sobre los conocimientos previos de los estudiantes con relacion
a ello (KMLS), es aprovechado para introducir el nuevo signo (multiplicacion) recordando
los anteriores para diferenciarlos.

Profesora:;Quéestdexplicandoestoaqui?[aludiendoal simbolodelamultiplicacién]
Tenemos un nuevo signo.

Alumno: Veces.

Profesora: Tenemos un nuevo signo. ;Ya han visto el signo?

Alumno: 57,

Profesora: Sabemos el signo menos [gesticula con un dedo en horizontal], el de mds
[pone dos dedos en perpendicular], y ahora [gira los dedos en oblicuo] veces, es un
nuevo signo. ;Y cémo digo este signo? 2 veces el 3 ;cudntas veces?

Mostramos a continuacién una situacion en la que la profesora evidencia conocer el
significado de la multiplicacién como suma sucesiva de un nimero (KoT, significados de la
multiplicacion) y se sirve de ello como estrategia para introducir y darle sentido a la multi-
plicacién, mostrando su conocimiento de dicha estrategia (KMT). Se trata de un problema
en el que se quieren comprar 5 libros a 2€ cada uno. Al preguntar en voz alta a un estudiante,
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detecta que no lo ha comprendido, por lo que le invita a contar de 2 en 2 euros cada uno de
los cinco libros y continda incitandolo a realizar las dos operaciones (suma sucesiva y multi-
plicacion) que le conducen al resultado que han obtenido contando de 2 en 2.

Profesora: Ahora quiero que me digas cudnto gasté de 2 maneras diferentes, con 2
cdlculos diferentes.

Alumno: Ah, una de mds y otra de veces.

Profesora: Muy bien, uno de mds y uno de veces. [...]1 No, es para hacer el problema de
2 maneras diferentes. Asi es, asi es. Ahora, de otra manera.

Ademas, siguiendo con el mismo problema, la profesora muestra conocimiento so-
bre la potencialidad de un recurso que manipulan los estudiantes (Figura 3) para que com-
prendan la expresion “tantas veces un niumero” e identifiquen cudl es el nimero que se
repite (KMT). Dicho conocimiento del recurso se apoya en su conocimiento del significado
de los dos términos de la multiplicacién (KoT), asociado a libros y el dinero que cuesta cada
uno. El recurso que la profesora elabora (Figura 3) es una tira de papel que se puede des-
plegar hasta ver trece veces la pareja de munecos. Son los estudiantes los que terminan de
confeccionar el recurso doblando hacia dentro cada pestafia y anotando un 2 debajo de
cada pareja de muiiecos. De esta manera, si despliegan una sola pestafia, solo aparecen 2
mufiecos en un lado y en el revés del resto de la tira, que estd aln doblada, los alumnos es-
criben: 1x2=2. El recurso se confecciona previamente a la realizacion de este problema, por
eso se produce la siguiente situacion.

Profesora: ;C6mo puedo empezar? ;Qué puedo hacer para ayudarme a pensar mejor
sobre el problema?

Alumno: Mirar la tira [recurso].

Profesora: Si miro la tira, ;puedo entenderlo?

Alumno: Si.

Profesora: ;Como se hace eso? Explica.

[...]

Profesora: ;Qué ves? Explica mejor, vamos.

Alumno: Si tengo esta tabla de multiplicar [la tiral, puedo ver cudl es el nimero y
puedo intentar. También puedo después cuando vaya a hacer la tabla de multiplicar,
cuando vaya a hacer veces y podemos verlo desde aqui [la tiral para saber.
Profesora: Pero lo verds ;donde? Y al tener tantos pliegues, ;como sabes qué pliegue
vas aver?

Alumno: Voy a ver cudl es, porque vamos a ver aqui [en la tiral.

Profesora: Veamos cémo llegas a resolver esto. No entiendo.

Alumno: Dos veces el 5.

Profesora: ;Por qué es 2 veces el 57

Alumno: Porque estd dos veces el nimero 5.

Profesora: ;Es asi?

Alumno: No, es al contrario.

Profesora: ;Como resolviste esto tu? [se dirige a otro alumno]

Alumno: Nosotros tenemos la tira, y luego doblamos 5 veces.

Profesora: Ya, desdoblas 5 veces.

Alumno: Hay 5 libros y cuestan 2, es decir, 2 cada uno. Y si doblo 5, entonces van a
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ser los 5 libros que compro y los 2€ que cuestan.

Alumno: Entonces 5 veces el 2 cuestan 10.
Figura 3 - Reproduccion del recurso tabla del 2

Fuente: Elaboracién propia

La siguiente evidencia, en la que estan resolviendo un problema sobre el nUmero de
patas que tienen los cuatro patos del dibujo, refuerza el resultado anterior. La profesora evi-
dencia que conoce que la situacién del nUmero de patas puede darle sentido a la operacién
de tantas veces el nimero de patas (4x2) (KoT, fendémenos que dan sentido al contenido de
la multiplicacion). Asi, un alumno ofrece otro procedimiento alternativo (4+4), pero la pro-
fesora aprovecha esa coyuntura para hacer referencia al siguiente problema, donde tienen
que averiguar el nUmero de patas de dos perros. Ademas, pone en valor la estrategia de
anotar el nimero que se repite junto al dibujo de los perros (KMT).

Alumno: Yovi4 + 4.

Profesora: 4+4 no me parece muy bueno, porque esos animales [patos del problema
anterior] no tienen 4 patas. Aqui si, los perros pueden hacer 4 + 4, en los patos no tiene
sentido. Alli [en el problema anterior] el niimero que se repite es el 2. ;Cudntas patas?
Da la respuesta, hay 8 patas. Haz el otro problema que no estd hecho, Aida, cuenta las
patas de los perros. El primer perro ;jcudntas patas tiene, Aida? Solo cuenta las patas de
cada perro. [...] Cuatro veces 8 no, cuatro veces 8 no. Cada perro tiene ;cudntas patas?
Pon los numeros encima, que consiga ver el nimero que se repite, 4, 4, que es para que
puedas ver lo que se repite, igual a qué, entonces esto no estaba bien, ;estds viendo 4
veces el 27 Pon los numeros encima para visualizar ese nimero, pon el nimero de patas
encima de los perros. Tienes que ver, tienes que poner el niimero [...1 El perro no tiene 2
patas, querida. ;Cudntas veces el 4? Entonces, 4 + 4 son 8. Muy bien, muy bien.

En la unidad anterior, se observa como la profesora enfatiza la estructura “tantas
veces un mismo numero”, identificando el papel de ambos niimeros, el primero asociado a
la cantidad de veces que se repite y, el segundo, al cardinal que se repite. Se observa, por
tanto, la ligazdn entre su conocimiento de dicho significado de la multiplicacion de nimeros
naturales (KoT) y su conocimiento de una estrategia para introducir la nocién y estrategias
que enfatizan la visualizacién del papel de ambos nimeros (como colocar el segundo sobre
el cardinal del conjunto que se repite) (KMT). Busca, ademas, ejemplos donde el nimero
que se repite es muy claro (como el nimero de patas de un determinado animal), apoyando
la concrecién de la actividad en su conocimiento de situaciones que dan sentido al tema
(conocimiento de fenomenologia, KoT).

Rescatamos un fragmento de la transcripcion en el que aparecen de nuevo el Cono-
cimiento matematico y el Conocimiento didactico del contenido, con presencia de KMT. El
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contexto es un problema cuyo objetivo es calcular el nUmero de magdalenas que hay re-
partidas en cantidades iguales en varios platos. La profesora conoce el agrupamiento como
significado del nimero que se repite (KoT), que se apoya en la estrategia de anotar el nUme-
ro que se repite cerca del elemento (KMT), como se puede observar en la Figura 4. Ademas,
sabe la ayuda que proporciona el uso de representaciones (KMT) para hacer mas natural la
forma en la que los estudiantes reconoceran el nimero que se repite con las magdalenas
repartidas en platos (KFLM).

Figura 4 - La profesora anotando un 3 al lado de cada plato de magdalenas

Fuente: Extraido de las videograbaciones de aula

Profesora: ;Cudntas magdalenas? Vamos a hacerlo de la misma manera que lo

hicimos con los sombreros. Vayamos a la imagen para buscar las magdalenas y

agrupar. ;Cémo agrupamos las magdalenas?

Alumno: De 3en 3.

Profesora: Es la manera mds Idgica solo en los platos.

Alumno: En los platos hay 3.

Profesora: Tienes que tener calma. Tres magdalenas aqui, tres magdalenas aqui, tres

magdalenas aqui y tres magdalenas aqui [escribe un 3 al lado de cada plato con

magdalenas, Figura 4]. ;Qué numero ves aqui?

En este segundo momento, pasamos a mostrar las relaciones de conocimiento que

surgen cuando nos centramos en las relaciones de coocurrencia entre el subdominio Co-
nocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas (KFLM) con el resto de

subdominios que emergen del analisis de los datos (Figura 5).

Figura 5 - Gréfico coocurrencia entre KFLM y resto de subdominios de conocimiento

KMT

KaT

I KMLS

Fuente: Elaboracién propia
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En algunos fragmentos, el Conocimiento sobre las caracteristicas del aprendizaje de
las matematicas (KFLM) de la profesora converge con su Conocimiento de la ensefianza de
matematicas (KMT). Asi, cuando la profesora evidencia conocer la estrategia de introducir
la multiplicacién como suma reiterada del mismo ndmero (primero el 4 y después lo hace
con el 6) (KMT), muestra también su conocimiento de que los estudiantes pueden reconocer
los primeros nimeros visualizando el cardinal de un conjunto, relacionado con la subiti-
zacién (en este caso, apoyados en la visualizaciéon del nimero 4 y el nimero 6) (KFLM). De
este modo, la estrategia de ensefianza se fundamenta en enfatizar el nmero que se repite e
imaginar una representacién del cardinal que corresponde a dicho nimero.

Profesora: La companera va a salir a la pizarra a hacer seis veces el 4. Quiero ver seis
veces el nimero 4. Quiero ver seis veces el nimero 4 [sefiala un 4 en la pizarral. Quiero
ver seis veces el nimero 4. Cuatro, cuatro, cuatro, cuatro, cuatro, cuatro [toca la pizarra
cada vez que dice 4], seis veces.

[La alumna escribe en la pizarra 4+4+4+4+4+4]

Profesora: ;Cudntas veces lo tienes?

Alumno: Seis.

Profesora: Asi que ya estd, ya tienes seis veces el 4.

[...]

Profesora: Ahora quiero transformar aqui cuatro veces el 6, ven a hacerlo. Ahora
quiero ver cuatro veces el 6.

[Otra alumna escribe 4+]

Alumno: No, compaiiera. Estds haciendo lo mismo de alld arriba [4+4+4+4+4+4].
Profesora: ;El nimero que estds viendo es el 62 ;El nimero que estds viendo es el 67
Porque yo dije que quiero ver cuatro veces el 6, quiero ver cuatro veces el 6.

[La alumna escribe 6+6+6+6]

Profesora: ;Ves cuatro veces el 6?

Alumno: Si.

De la unidad anterior, se extrae cémo la profesora enfatiza la visualizacién de la canti-
dad de veces que se han escrito en la pizarra las cifras, 4 en primer lugar y 6 posteriormente,
sin incitarlos en contar de uno en uno (“4El nlmero que estas viendo [repetido] es el 6?7,
aludiendo a imaginar la representacion de grupos de 6 objetos).

Consideremos ahora, el fragmento siguiente, en el que estan resolviendo un proble-
ma acompafado de una imagen donde se ven unos nifios, cada uno de ellos con dos som-
breros en las manos.

[El alumno rodea los sombreros individualmente, los compafieros van contando a
lavez, 1,2,3..]

Profesora: E/ compariero decidié rodear un sombrero cada vez. Cuando vi la imagen,
yo no lo imaginé de esa manera.

Alumno: Me imaginé uniendo dos sombreros, porque los chicos tienen dos sombreros
cada uno.

Profesora: Eso es lo que yo pensé también. Yo también me lo imaginaba asi. Como un
nifio tiene dos sombreros en la mano. Un conjunto de 2 [mientras el alumno los rodea
de2en2].
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Alumnos: Dos, cuatro, seis, ocho, diez [los alumnos cuentan en voz alta mientras el
companero los rodea en la pizarra].

[...]

Profesora: ;Y entonces? ;Cémo puedo ahora? [...]

Alumno: ;Podemos hacerlo de dos maneras?

Profesora: Puedes hacerlo de ambas maneras. [...] ;Quién decidié hacer las sumas
sucesivas?

En la Figura 6, se hace visible lo que aqui vemos, es decir, como la profesora hace
referencia al significado de la multiplicacién como suma sucesiva de los sombreros (KoT),
usando como estrategia de ensefianza ir rodeando los grupos iguales (KMT) apoyada en su
conocimiento de que los estudiantes son capaces de visualizar el agrupamiento de los som-
breros de 2 en 2, e ir contando de dos en dos (KFLM).

Figura 6 - Gréfico coocurrencia entre KMT y resto de subdominios de conocimiento

KaT

I KFLM

Fuente: Elaboracion propia

Lo que ocurre a continuacion es un extracto en el que la profesora le pide a un alum-
no que explique el procedimiento que ha seguido para contar todas las butacas del teatro
que se representa en la imagen de un problema.

Profesora: Bueno, el companero va a la pizarra para mostrar cémo conté a todas esas
personas.
Alumno: Son 24.

Profesora: Son 24 en total. Es verdad. Hasta ahi es como el primer curso, 1,2,3...
exactamente. Ahora seamos un poco mds sofisticados.

Esta unidad de informacién hace evidente la relacién entre el Conocimiento de los
estandares de aprendizaje de las matematicas y el Conocimiento de las caracteristicas de
aprendizaje de las matematicas (Figura 7). Asi, en la unidad se pone de manifiesto que la
profesora conoce el conteo como contenido de cursos anteriores (KMLS), pero también evi-
dencia conocer que los estudiantes suelen enfrentarse a este tipo de situaciones usando el
conteo como estrategia base (KFLM).

Figura 7 - Gréfico coocurrencia entre KMLS y resto de subdominios de conocimiento

L
kLS
LG

Fuente: Elaboracion propia
En este caso, el diagrama muestra una relacion de coocurrencia minima (una sola

unidad de informacion) entre el Conocimiento de los estandares de aprendizaje de las ma-
tematicas (KFLM) y los dos subdominios en los que converge.
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CONCLUSIONES

En nuestro estudio, nos propusimos, por una parte, identificar como se reflejaba el
conocimiento de contenido y didactico del contenido de una profesora experta de Educaci-
6n Primaria en una sesién introductoria sobre la multiplicacion.

En ese sentido, evidenciamos que la practica de la profesora en estas sesiones se
sustenta en su conocimiento del tema, la multiplicacién, y su conocimiento didactico del
contenido del mismo, con numerosas evidencias principalmente de conocimiento sobre su
ensefanza. De este modo, la profesora usa como estrategia de ensefianza la identificacion
de la multiplicacion como suma repetida, enfatizando reconocer el niimero que se repite, y
basando ese reconocimiento en el uso de representaciones graficas, el simbolo del cardinal
correspondiente, el uso de material manipulativo y la escritura de la expresion de la opera-
cién. De este modo, la profesora muestra conocimiento de la necesidad de considerar en la
introduccion de la multiplicacion el uso de representaciones concretas, graficas, simbélicas
y verbales, como sefialaban Gotze y Baiker (2020). Vemos también cémo se pone de relieve
su conocimiento de la importancia del uso de modelos visuales y manipulativos (en este
caso una tira con representacionesy expresiones simbélicas), diagramasy representaciones
de grupos iguales (coincidiendo con la recomendacién de Velasquez et al., 2023). Ademas,
el énfasis de la profesora con el resultado de sumar de 2 en 2 en el recurso de la tira, con-
cuerda con el uso de hechos numéricos del que hablan Flores et al. (2015) en el proceso de
aprendizaje.

Igualmente, en casi todas las unidades de informaciéon donde encontramos eviden-
cias de conocimiento especializado podemos encontrar conocimiento del tema. Este se re-
fiere principalmente al significado de la multiplicacién de ndmeros naturales como suma
repetiday el papel en esta de los términos que intervienen, de situaciones que permiten dar
sentido a esta operacion y de su representacién simbélica. Especialmente el significado de
la multiplicacion como suma repetida sustenta gran parte de su actuacion durante la sesion,
lo que cobra sentido al tratarse de sesiones de introduccién de la multiplicacién de niimeros
naturales.

En relacion con su conocimiento sobre las caracteristicas del aprendizaje de la mul-
tiplicacion, muestra conocimiento de qué resultard mas natural para los estudiantes, y qué
podran identificar, especialmente de la potencia de la visualizacién del cardinal correspon-
diente al nimero que se repite. conocimiento en una misma unidad de informacion. Resca-
tamos, en este sentido, las implicaciones para los profesores del estudio de Cheeseman et
al. (2020) sobre fomentar la visualizacidn por parte de los nifios”, pues en nuestro estudio
el uso de multiples representaciones fue otro aspecto que observamos, donde la profesora
empled estrategias visuales para presentar la multiplicacién en la mayoria de las activida-
des que desarroll6 en clase.
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Su conocimiento de los estandares de aprendizaje de este contenido se refiere, prin-
cipalmente a qué otros conocimientos previos poseen los alumnos relacionados con este
(como los simbolos de otras operaciones), mostrando conocimiento de la secuenciacion
de contenidos. Asi, la profesora va introduciendo el concepto de multiplicacién, basando-
se en los conocimientos previos de los estudiantes, al utilizar el conteo y la suma sucesiva
como estrategias para facilitar una transicién hacia la comprension del producto. En esto
Galtimo, coincide con Gotze y Baiker (2020) en la importancia de conocer la multiplicacion
como suma sucesiva en las primeras etapas.

Ademas, pretendiamos analizar las relaciones elementos de su conocimiento espe-
cializado. Para ello, hemos estudiado la coocurrencia de distintos subdominios de conoci-
miento especializado. Como adelantdbamos en los resultados de este articulo y, siguiendo
a Escudero-Avila et al. (2017), estudiar las conexiones entre los distintos subdominios del
modelo MTSK, nos da pistas de la integracién del conocimiento especializado de los docen-
tes de matematicas. De este estudio, concluimos que la relacién entre KoT y KMT es la mas
fuerte de las que han emergido. Esto es, las unidades en la que se evidencia Conocimiento
de los temas, KoT, junto con conocimiento de otro subdominio, se da fundamentalmente
con Conocimiento sobre la ensefianza, KMT (y viceversa). Esto se identifica en como parte de
las estrategias de ensefianza estan basadas en significados de la multiplicacion.

Su conocimiento sobre las caracteristicas del aprendizaje de este tema, por su parte,
cuando se da con evidencias de conocimiento de otros subdominios, se da igualmente con
KMT y con KoT. En las unidades identificadas observamos que su conocimiento sobre dicho
aprendizaje se apoya en su conocimiento del tema y sustenta su conocimiento de estrate-
gias de ensefianza.

Coincidimos con el estudio de Tascon-Cardona y Juarez-Ruiz (2024) en la relacion
evidenciada entre el Conocimiento de los temas y los subdominios del Conocimiento de la
ensefianza de las matematicas y Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las
matematicas (dentro del PCK). Como ocurre en el caso de la profesora estudiada, parece
natural esta relacion, pues el conocer que el nimero que se repite representa la cantidad
de elementos en cada agrupacién (KoT), permite a la profesora usar la estrategia de anotar
el nmero que se repite (KMT) al lado de la representacién grafica que lo apoya (KMT) para
acercarlo al contexto mas cercano de los estudiantes (KFLM), como ocurre con el problema
de las magdalenas en los platos.

Sugerimos para lineas futuras estudiar la relacion entre el conocimiento didactico
del maestro y la diversidad en el desempefo de los estudiantes en la resolucién de proble-
mas multiplicativos, con el fin de mejorar y adaptar la ensefianza de la multiplicacion en la
educacion primaria.
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