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Resumen

En la actualidad, los textos de matematicas basica universitaria consideran la asintota como una
recta, en su deduccion grafica y analitica, como: vertical, horizontal y oblicua. S6lo en pocos
ejemplos se menciona una asintota curva cuadratica, como caso especial tinico sin deduccion
analitica, ademds poca mencion se realiza en los casos cuando la asintota es cortada por la
funcién; es decir, con “toque o toques”, pero con tendencia a la asintota en valores extremos del
dominio. Sin embargo, con el método: “Grafica de Relaciones”, o con un software para graficas,
se descubre que existen una infinidad de asintotas curvas, algebraicas y transcendentes, donde
su definicion, deduccidn analitica y ejercitaciones tipo ejemplos, son los objetivos y resultados
de este trabajo. Justificandose como novedad y ampliacion al concepto vigente, entonces su
relevancia estd en el aporte tedrico practica a la primera matematica universitaria, en un rigor
empirico para su demostracion.

Palabras clave: Asintotas curvas, tipologias, formulacion y definiciones.

ASYMPTOTES CURVES IN CARTESIAN PLANE FUNCTIONS

Abstract

At present, basic university mathematics texts consider the asymptote as a line, in its graphical
and analytical deduction, as: vertical, horizontal, and oblique. Only in a few examples is a
quadratic curve asymptote mentioned, as a unique special case without analytic deduction,
furthermore little mention is made in the cases when the asymptote is cut by the function; that
is, with “touch or touches”, but with a tendency to asymptote in extreme values of the domain.
However, with the method: "Graph of Relationships", or with a software for graphs, it is
discovered that there is an infinity of curved, algebraic, and transcendent asymptotes, where
their definition, analytical deduction and exemplary exercises are the objectives and results. of
this work. Justifying itself as a novelty and extension to the current concept, then its relevance
is in the practical theoretical contribution to the first university mathematics, in an empirical
rigor for its demonstration.

Keywords: Curved asymptotes, typologies, formulation, and definitions.

ASINTOTAS CURVAS EM FUNCOES DO PLANO CARTESIANO

Resumo
Atualmente, os textos de matematica universitaria basica consideram a assintota como uma
linha, em sua deducao gréfica e analitica, como: vertical, horizontal e obliqua. Apenas em alguns
exemplos uma assintota de curva quadratica ¢ mencionada, como um Unico caso especial sem
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deducado analitica; além disso, pouca mengao ¢ feita nos casos em que a assintota ¢ cortada pela
fun¢do; ou seja, com “toque ou toques”, mas com tendéncia a assintota em valores extremos do
dominio. Porém, com o método: "Grafico de Relacdes", ou com um software para graficos,
descobre-se que existe uma infinidade de assintotas curvas, algébricas e transcendentes, onde
sua defini¢do, dedugao analitica e exemplos de tipo de exercicios sdo os objetivos e resultados
deste trabalho. Justificando-se como uma novidade e extensdo do conceito atual, entdo sua
relevancia esta na contribuigado tedrica e pratica para a primeira matematica da universidade, em
um rigor empirico para sua demonstragao.

Palavras-chave: Assintotas curvas, tipologias, formulagdo e defini¢oes.

INTRODUCCION

Si dos funciones se operan por division, supongamos: h(x) = f(x) / g(x), deben tomarse
las siguientes consideraciones para h(x) como funcién cociente!

a) Si f(x) es diferente de cero, entonces la funcion denominador g(x) debe ser diferente de cero.
De serlo el resultado de la funcidn cociente h(x), es indefinido con tendencia al infinito en su
imagen, el cual no es un niimero real; en estos casos se usa el decir: cuando g(x) tiende a cero,
con f(x) diferente de cero, entonces h(x) tiende a infinito, en lo que se denomina asintota vertical.
b) Si f(x) y g(x) ambas, son o tienden a cero para un mismo valor “Xo” dado, es una situacion
de indeterminacion matematica, significando una tendencia desconocida, y se asume como el
vacio de la funcion h(x) en dicho punto; es decir “Xo” no pertenece al dominio.
¢) Si f(x) y g(x) toman valores al infinito y la funcidon cociente h(x), tiende a un valor real,
entonces puede resultar como el de una asintota horizontal.

Hasta el momento y basado en los textos de matematicas basicas, la deduccion de las
asintotas se divide en solo dos: a) asintota vertical, con el estudio de un limite lateral de la
funcién cociente en un punto que anula el denominador; y b) asintotas horizontal y oblicua, con
el estudio de limites al infinito de la funcion cociente; esto debido a que es poco lo que se conoce
sobre las asintotas no rectas, por la ausencia de la grafica de funciones en general en su
ensefanza, (uso del método grafico o de un paquete de computador con esta finalidad); hoy se
desconoce la deduccion analitica de esta tipologia que denomino: “Asintotas Curvas”, (A.C)?;
luego un concepto de asintota de una funcion en el plano cartesiano actualmente es: el de una

recta, a donde la funcidn tiende a acercarse con ella, para valores especificos en el dominio de

! Con las funciones cocientes es que se inicia el llamado Calculo I, pues a partir de aqui es que surgen las
indefiniciones, las indeterminaciones y por supuesto las asintotas.
2 Primera definicion, (el autor 2010).
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la funcidn; del griego: “A — Sym — Totus”, que significa: “sin coincidir”, “que tiende a”, “sin
tocarlo”. Entre otras definiciones de la actualidad, tenemos

1) “Es una recta a donde la funcién cociente se acerca”. (Benitez, 2006), este autor en sus
definiciones explica bajo la tutela de la aplicacion del limite, las asintotas horizontales,
verticales u oblicuas.

2) “Definicion analitica de una tendencia a una recta, en funciones cociente”. (Ayres, 2003);
este autor expone ejemplos graficos sin expresion analitica.

3) “Es una recta que prolongada indefinidamente se acerca a una curva”. (Santillana, 2010).

4) El autor (Purcell y otros 2001) define la asintota como “Una recta a deducir con el estudio
de limites infinitos y al infinito, para encontrar su aproximacion a una funcion cociente”.

5) “Es una recta a donde la Grafica de la funcion tiende”, definicion compartida en las obras de
los autores: (Stewart 2008), (Edwars 1996) y (Swokwoski 1989). Estos autores de textos de
Calculo con geometria analitica aceptan la existencia de la asintota curva y = x%, como un caso
especial y tinico para valores extremos en el dominio, de la funcion: (x> + 1)/ x. Sin la deduccién
analitica de la misma.

Los objetivos de este trabajo son: mostrar la existencia de asintotas curvas algebraicas
en funciones del plano cartesiano, diferentes a la asintota vertical que es una relacion del plano
definida como X = Numero real. Su deduccién empirica con el uso de ecuaciones propuestas
del limite de una funcion, su confirmacion por la nocion tabular de una funcion y la ecuacion
definitiva posible para la deduccion general de las asintotas curvas; el concepto general de
asintota se predefine como: “Funcién algebraica a la cual, la funcién cociente tiende para
valores extremos del dominio”>.

La idea es descubrir una serie de asintotas curvas, que son funciones del plano, de
funciones cocientes, por una estrategia inédita utilizando el limite al infinito, como una
aplicacion importante de este estudio matematico. Entendiendo que solo con la operacion de
division de funciones algebraicas y trascendentes trigonométricas, es que surgen las diferentes
asintotas, en un proceso empirico de descubrir posibles asintotas curvas; en este desarrollo se
emiten varios teoremas propios de esta investigacion, como avance en el conocimiento sobre las

asintotas de funciones y como resultado propio de las ciencias y teorias de la educacion sobre

3 Considerada la primera ampliacion logica al concepto actual, al admitir la posibilidad superior de lineas en
variadas formas como asintotas, y no solo el de una recta, como en la actualidad, (el autor).
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este tema. En las funciones trascendentes logaritmicas y sus inversas exponenciales también
pueden surgir asintotas de cualquier indole por division, entre ellas o con otra funcidn; sin
embargo, en sus definiciones los Logaritmos: y = Alogg X y las exponenciales: y = A.ef ™, ya
vienen con una asintota recta caracteristica: En la vertical negativa para las primeras y en la
horizontal negativa para las segundas, para valores extremos.

Por supuesto el desarrollo ejemplar es y debe ser lo suficientemente amplio, como para
no dejar dudas de su validez, en una finida de tipologias de funciones del plano y que le permiten
al lector considerar este avance como una ampliacion en la definicion actual de la asintota de
una funcion, por un conjunto de definiciones descubiertas y que exigen de su conocimiento y
posible ejercitacion en toda matemadtica basica universitaria, llamada Matematicas I o Célculo
diferencial. Luego por ser un trabajo de nuevas definiciones basado en resultados de ejercicios
propuestos a continuacion se hace un desarrollo empirico de 8 ejemplos escogidos en tipologia,
como basicos. El trabajo culmina con la nueva gama de definiciones que abarcan el concepto

ampliado de la asintota de una funcion.

DESARROLLO EMPIRICO
Para cumplir con el objetivo de descubrir las ecuaciones de las asintotas curvas, inicia
en la resolucion de un ejemplo ilustrativo del concepto basico de asintotas en la actualidad,
luego se resuelven las situaciones que generan las nuevas concepciones y la evolucion del
concepto de asintota: a) Con el célculo del grado de la asintota curva por una ecuacion propia;
b) Deduccion que inicia por generalidad empirica, y concluye con las ecuaciones propuestas
para la solucion de las asintotas curvas en funciones del plano cartesiano; y ¢) Realizar una

propuesta de utilidad de estos conceptos en las matematicas basicas universitarias®.

4 Desde su desarrollo en el afio 2010, he trabajado y calculado asintotas curvas con los estudiantes que me asignan
en secciones de Calculo I, asi como en los talleres de formacion docente, dictados.
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Ejercicio tipo ejemplo 1). Exprese las asintotas

de la funcion: fix) = (x> + 1)/ x.

El dominio de la funcion f(x) es de todos los
reales menos el valor en la horizontal de x = 0;

esta recta es una asintota vertical, el rango de

la funcion es de: todos los reales menos el

intervalo: (- 2, 2), observacion que se aprecia 4 4 « + & &4 i L o T
en la grafica o con el célculo analitico al
€6,

despejar la “x” de la funcidon que da este

resultado. Figura 1. La tendencia de la funcion

para valores muy grandes, positivos o0

7

negativos es al mismo valor de la recta Figura 1: Funcién cociente y = (x> + 1) / x.

ver Tabla I, siguiente®. Expresada y = x + 1/x. Con su asintota, y = x.
Tabla (I)
Valores de imagenes de: y = (x> + 1) / x; para valores dados del dominio.
“x” f(x) “x” f(x) “x” f(x)
5 5,2 100 100,01 - 10 - 10,1
10 10,1 1.000 1.000,001 -20 -20,05
20 20,05 -5 -5.2 -1.000 -1.000,001

La recta y = X, pareciera ser una asintota recta inclinada llamada oblicua de la funcion del
ejemplo; luego para el calculo de los valores de la pendiente y del corte con la vertical de esta

rectay =ax +b.
. . lim
Se tiene que la pendiente se calcula como: a = *7== (f(x) / X). Y con este valor se calcula el

T
corte con la vertical como: b = x—Eee (f(x) - a(x)). (U.N.A, 2003) y (Benitez, 2006). Cuyos
resultados son: a= 1, y b=0. Confirmando la tendencia en la nocidn tabular y lo que se observa
a priori en la gréfica: la funcidn tiende por encima y por debajo a la recta y = x, en valores

extremos del dominio

5 Nocioén tabular de una funcidn, usada como estrategia logica para descubrir tendencias o posibles imagenes por
acercamiento infinitesimal en un punto o tendencias extremas en su dominio.
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Ejercicio tipo ejemplo 2). Exprese las asintotas de la funcion: f(x) = (x> + 1) / x. como: f(x) =

(x%+ 1/%).

Esta funcidn tiene una asintota vertical en la recta: x = 0, su dominio es: todos los niimeros
reales distintos de cero; el rango es todos los reales. Y de momento se observa cierta simetria,
en referencia al eje vertical positivo en las dos curvas que “suben” a medida que los valores de
“x” se alejan del origen, cuando x — =+ oo. Esta observacion sugiere que, sobre la funcion: f(x)
= (x*+ 1) /x, hay la asintota curva: y = x°. Que se grafica en la figura 2, para demostrarlo; como

también lo hacen (Stein, 1984) y (Thomas, 1998). A través de la nocion tabular; ver tabla II.

Tabla (IT)
Valores de imagenes de: y = (x> + 1) / x; para valores dados del dominio.
“x” f(x) “x” f(x) “x” f(x)
5 25,2 50 2.500,02 -10 99,9
10 100,1 -5 24,8 - 100 9.999,99

Se deduce una aproximacion asintotica de la funcion
dada, a la parabola: y = x%, en valores altos; es decir
que, para una tendencia a los infinitos, se aprecia

visual y tabular que la funcién se acerca por encima a

-1

+z

+3

la parabola para valores positivos y por debajo, para 7~ * * * * * \
valores negativos; en ambos casos con imagenes

iy L ; . £0x) = (3
positivas®.  Estas situaciones abren un marco de Figura 2: f(x) = (x + 1) /x. Con

posibilidades en el mundo de las asintotas, en donde y = x’, como su asintota curva.
puede resultar que la linea en cuestion sea una funcidon que haga de asintota a una funcion
cociente, y cuyo calculo analitico de existencia queda por los momentos como un reto de indole
matematico al nivel basico; es decir sin el uso de otras estrategias matematicas superiores, cOmo

las conocidas series de convergencia, y transformadas.

% El lector debe saber que las graficas aqui realizadas se hicieron con un sotfware para este fin. Pero es virtud del
método: ’Grafica de relaciones”, que la grafica de toda funcién puede hacerse a mano por estudiantes y docentes,
en el dominio de las operaciones con segmentos.
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Ejercicio tipo ejemplo 3). Exprese las asintotas de la funcion: f(x) = (x* + 1)/ x.

Esta funcién tiene una asintota vertical en la recta: x = 0, su dominio es: todos los nimeros
reales menos el cero; el rango es todos los reales menos el intervalo abierto: (- 2, 2). Y de
momento se observa que, a medida que los valores de “x” se alejan del origen, la funcion tiende
ala curva x>. Esta observacion sugiere que la funcion: f(x) = (x* + 1) / x, tiene por asintota curva
a la funcion y = x%; que bien se puede asumir como solucién visual en el marco de la novedad
llamada: “Definicion grafica”. Se puede ademés comparar esto, con la nocién tabular de la

funcion, donde adicionalmente se coloca una fila para la posible asintota; ver Tabla III.

Tabla (I1I)
Valores de imagenes en: y = (x* + 1) / x; para valores del dominio, con la posible
asintota’.
“x” f(x) y=x3 “x” f(x) y=x3
4 64,25 64 -5 -125,2 - 125
10 1.000,1 1.000 -20 8.000,05 8.000

Un avance ni siquiera al infinito, pero en otro valor superior como el nimero 100, nos ofrece el
resultado de imagen en la funcioén cociente de: 1.000.000,01 y en su asintota de 1.000.000. Por
lo que se deduce una aproximacion asintotica para estos valores de la funcion a la curva ctbica
en valores de tendencia extrema. Interesante es que en la grafica se puede observar que la
funcion cociente nunca “toca” a la funcidén cubica, posibilidad visual para valores extremos.
Estos resultados (ejercicios 2 y 3), pueden apoyar la afirmacioén de que

Toda funcion que se sume a la funcidén y = a/x", (Con “n” como numero natural), resultara como

una asintota de la funcion suma: f(x) + a/x". Teorema I, como primer aporte analitico de este
trabajo.
Donde el grado de la asintota curva, (A.C), resulta como

La operaciodn inicial de restar el grado del numerador menos el grado del denominador, de una

funcioén algebraica cociente. Teorema II a manera de aporte analitico; Nota: Siempre y cuando

7 En clases, y en los talleres realizados a docentes, esta tabla ampliada la llamo “Stper tabla”, (el autor).
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el resultado de esta resta sea un nimero positivo y el numerador no sea una expresion algebraica

del denominador®.

Deduccion analitica en el ejemplo 2: La asintota curva se sospecha como la funcion
polinémica cuadratica: y = x%. De grado dos: y = ax*> + bx + c.

Entonces por analogia del calculo usado para una asintota recta oblicua, se prueba lo siguiente

lim lim lim
a=*"=(f(x) / x?). b = *7== ((f(x) / x) — a(x)). ¢ = 7= (f(x) — a(x?) — b(x)).
Estas ecuaciones arrojan como resultados: a =1, b =c = 0. Es decir, la asintota curva es: y =
x2.

Las ecuaciones resultan de dividir la funcion entre la variable “x” con el grado del
polinomio de la asintota para obtener el valor de “a, b y ¢”, en una secuencia generalizada;
veamos: Para “a” se divide en este caso entre x°, para el valor de “b” se divide la funcion entre
el grado menor siguiente y se le resta el producto del valor de “a” por la variable “x”, y para el
valor de “c” se resta la funcion por el producto del valor obtenido de “a” por x> y del valor
obtenido de “b” por x.

El uso de estas ecuaciones 4
y su generalizacion dependiente

del problema, asi como las

aplicaciones en las matematicas T

basicas universitarias son el aporte + 5 ; 1 5 )
analitico de este articulo. Esta 1=

estrategia puede aplicarse para

una asintota de grado un niimero

natural, iniciando en la utilidad del limite al = " ’ ‘ ; i
Figura 3: f(x) = (x*+ 1) / x. Cony = x3, como su asintota.

!, Ver figura 3.

Deduccion analitica en el ejemplo 3: La asintota es de grado tres, por: grados 4 — 1. Esto es

del tipo cubico, y = ax® + bx? + cx + d. Entonces estos valores se obtienen por

8 Si la resta es igual a cero, la asintota s un recta horizontal, y de ser negativo; es decir el denominador es de grado
mayor al numerador, entonces la asintota es la recta horizonta: y = 0.
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lim lim lim
a="*"== (f(x)/x); b=*"2=(f()/x) —a(x)); ¢=*"=((f(x)/x)—a(x?) - b(x)).
T
d = === (f(x) — a(*) — b(x) — ¢(x)). Respectivamente
De donde se obtiene los resultados: a =1, b =c =d = 0; es decir la asintota es la funcion: y =
3
X

Véase los siguientes 5 ejercicios a manera de ejemplos, en deduccion empirica.

Ejercicio tipo ejemplo 4). Exprese las asintotas de: f(x) = x> + (1/x?) = (x> + 1) / x%. En este

ejemplo la asintota resultaria como: y = ax® + bx? + cx + d. de grado tres por 5 —2. Y al aplicarle

el calculo de estos valores se tiene que

lim lim
a=*"=(x>+1)/x5.=1. b=*"2((x+1-x%/x%)= 0.

lim lim
c=*"=(x>+1-x%)/x%)=0. d=*"2=((x>+1-x%/x?)=0.

Es decir, la asintota resulta como la curva: y
=x3, que es el resultado que se observa en la
grafica. Y se puede confirmar con la nocion
tabular de la funcion. Digamos que x = -3

entonces la imagen es f(-3) = - 26,8889 y en '

la cibica en x = -3, el resultado es - 27; luego
si x = -20 entonces en la funcidn cociente, f(-
20) =-7.999,9975 y en la cubica en x = - 20

el resultado es 8.000, por lo que se

comprueba una aproximacion asintotica de la Figura 4: f(x) = (x3+ 1) / x2. Con y = x* como su (A.C).

ﬁll’lCiél’l, a la asintota cﬁbica, en valores de tendcuvia ar nnunw. vea uguia .

Ejercicio tipo ejemplo 5). Exprese las asintotas de la funcion: f(x) = (2x*+ x> —2x+1)/x. Esta

funcion tiene una asintota vertical en la recta: x = 0, su dominio es: todos los nimeros reales sin
el cero; el rango como la union de los intervalos, aproximado: (-o; -3,5) U (0,4; + ©); que se
observa, pues su confirmacion analitica no es sencilla. Para confirmar, se aplica las ecuaciones
deducidas para una asintota: y = ax> + bx> + cx + d. por grado de 4 — 1. Que oftrece el siguiente

resultado
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lim lim

a=*"==(2x*+x3—2x + 1)/ x¥). = 2. b=*"(2x*+x*-2x+1)/x¥)-2x)=1.

lim lim

c=""E (x4 X - 2x+ 1) /x) - 2x2-x) =0, d=""="((2x*'+xX'-2x+ 1)/ x) - 2x° -
x?) =-2.

La funcién y = 2x° + x> — 2, que también se gréfica,
es la asintota curva de f(x), a medida que los

valores de “x” se alejan del origen. Ver figura 5.

El lector puede si quiere realizar la confirmacion

por la nocién tabular de una funcion para valores

M40 8 8 7 &

H]w‘z‘ékéé%ééw‘nﬁw‘:
+1
2

Figura 5: f(x) = 2x3 + x> - 2 + 1/x. Con su

AC:y=2x3+x2-2,

dados. Una “Super tabla”, de donde aparezca la

tendencia, la funcion y la asintota calculada.

3
4
5

Ejercicio tipo ejemplo 6). Exprese las asintotas de la funcion cociente: f(x) = | x| + 1/x. En

este ejemplo la funcion posee una asintota vertical en el origen y una asintota recta oblicua o
inclinada: y = ax + b. Donde al aplicarle el calculo de estos valores por la ecuacion de una

asintota oblicua, para valores positivos y negativos, tienen los siguientes resultados

lim lim
a= "2 (xx [+ D/x) = =1L b="TE (. |x[+1 £ x) /) =0.

Luego, la asintota resulta como: y = | X | ,que
es el resultado que se observa en la gréfica.
Ver figura 6, donde se aprecia los sumandos y

la funcién suma: f(x) = | X | + 1/x. El lector,

puede si quiere, realizar la confirmacion por la

nocién tabular de una funcién para valores

extremos dados en el dominio. a
Figura 6: f(x) = | x | + 1/x.

Donde y = | X | es su asintota oblicua.
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Ejercicio tipo ejemplo 7). Exprese las asintotas de la funcién: f(x) = vx + 1/x = (x./x + 1) / x.

La funcion posee una asintota vertical en el origen y una asintota curva como: y = av/x + b. Esto
por el grado de 1,5 — 1 = .. Y al aplicarle el calculo de estos valores por la ecuacion deducida

de una asintota curva, tienen el siguiente resultado

a= e (VT )/ xVE) =1 b= (ko + 1o xVE) /) =0,

La asintota curva es: y = Vx; para
valores extremos positivos en el
dominio de f(x) = (xv/x + 1) / x. Que
es el resultado observado en la

grafica de esta funcion cociente. Ver

figura 7.
Nuevamente el lector puede si

quiere, realizar la confirmacion por

Figura 7: f(x) = Vx + 1/x.

la nocion tabular de una funcioén para

L
+ + + + + + +
- & o kS & o =

valores extremos dados. Con y =+/x. Como su asintota curva.

Ejercicio tipo ejemplo 8). Exprese las asintotas de la funcién cociente: f(x) = (x> + Cos(x)) / x.

En este ejemplo la funcion posee una asintota vertical en el origen y una asintota curva como la
cuadrética: y = ax’ + bx + c. Y al aplicarle el cilculo de estos valores por la ecuacion deducida

de una asintota curva, se obtiene el resultado

lim lim
a=*"==(3+Cos(x))/x})=1.  b=="==((x3+ Cos(x) - X*) / x?) = 0.

lim
c=*"2=((x3+ Cos(x) -x3) / x) = 0.
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Entonces, la asintota curva resulta como: y = x2; para
valores extremos en el dominio de esta funcion
trigonomeétrica; que es el resultado que se observa en
la grafica. Con el adicional que la asintota es cortada
por la funcién en periddicos puntos especificos,
antes de “confundirse” con ella para valores

extremos en el dominio. El hecho del corte con la

asintota en algunos puntos determinados en el o i
dominio abre una serie de posibilidades tipologicas N
en el sentido del concepto original de las asintotas, 2
(Sin toque); es por ello por lo que aqui se define

. , . . 4
estas tipologias particulares de funciones con el

5
nombre de “Sintotas” es decir, en lenguaje original Figura 8: f(x) = x2 + Cos(x)/x.

riego: “Con Toque”, significa que es una asintota ,
grieg que-, sig q Donde y = x2. Es su “Sintota” curva

en valores extremos, pero la funcidon cociente la toca o

o intercepta en puntos especificos dados’. Figura 8.

El resultado en este ejemplo conduce a la afirmacion de lo que aqui se denomina el teorema 111

Toda funcidn algebraica que se sume a la funcién y = Cos(x) / X o v = Sen(x) / X, resultara en

si misma, como una asintota de esa, funcién suma'’,

En variedades bibliograficas matematicas, existen graficas referenciales de funciones
algebraicas cocientes donde se aprecian los cortes de la funcidon con su asintota, (sin un estudio
respectivo sobre este o estos puntos), y solo como en casos de asintotas horizontales o
inclinadas, como en problemas del tema de funciones en los textos de: (Giudici, 2008); (Purcell
y otros 2001) y (Benitez 2006). Todos sin ejemplos de asintotas en funciones transcendentes. A
continuacion, algunos ejercicios propuestos sobre lo visto, y sobre el tema innovador de las

posibles operaciones algebraicas entre asintotas.

? Esta palabra no existe en la actualidad en la lengua castellana.
10 Aceptando que en la primera opcion hay una asintota vertical en el origen, y en la segunda funcién, la del seno,
en el origen, lo que hay es un vacio o punto indeterminado, con tendencia a la unidad.
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Ejercicios propuestos, con su respuesta a verificar, analitica o por nocidn tabular

+ 1)?
1) f(x)= g——liz R: Asintota vertical en x = 1. Sintota horizontal: y = 1, con corte en
x=0.
4
2) f(x)= (xj-c—1)2 R: A.V en x = -1. Sintota curva: y = (x -1)?, con cortes en x =+ 1/0,5.
x2  Sen(x) X X2 L
3) f(x)= " + — R: Sintota curva: y = (E) , con cortes en los multiplos enteros de
.
(x — 1)3 ’ . ’ 2
4) f(x)= — R: Asintota vertical en x = (. Asintota curva: y = x* — 3x + 3.
(x - 1)° ., . .
5) f(x) = ez Funcién que resulta de elevar la anterior al cuadrado, es decir, en

producto por si misma. R: Asintota vertical en x = 0. Sintota curva: y = x* — 6x> + 15x2

— 18x + 9, para valores extremos en ambos lados del dominio y con corte unico en un

punto cercano al valor x = 0,6.

Esta sintota curva, es una funcién que se obtiene de elevar al cuadrado la asintota del

problema 4 anterior'.

RESULTADOS Y SUS ANALISIS

El resultado del trabajo es el hecho de la existencia de las asintotas curvas en funciones
cocientes del plano cartesiano, asintotas que son representadas por otras funciones; estas se
pueden obtener por la aplicacion del limite al infinito, en una ampliacion del uso actual,
deducido como avance del conocimiento en el ejemplo 2. Ademas de los teoremas I y I, como
estrategias agregadas para el grado de la asintota algebraica, como el hecho notable de: la suma
entre una funcién cociente cualquiera con una funcion del tipo f(x) = 1/x", con (n), como numero
natural como se dijo.

Otro resultado de interés matematico estd, en el hecho de establecer si es con “Toque” o
“Toques”, para puntos definidos del dominio y siempre asintotica para valores extremos; el
calculo de estos puntos especificos se obtiene con el despeje de la igualacion de la asintota con

la funciéon cociente; donde incluso de no resultar una ecuacion algebraica sencilla, puede

! Interesante este hecho donde la sintota obtenida resulta en formula como el producto por si misma de la asintota
presedente, por el hecho de que la funcién cociente se elevo al cuadrado. Entonces ;Se pueden hacer teorizaciones
al respecto, sobre el movivmiento de las asintotas, por operaciones algebraicas?

78 Revista Paradigma, Vol. LXII, Nro. 1; junio de 2021 /43 - 81



Asintotas Curvas en Funciones del Plano Cartesiano

estudiarse con limites indeterminados o con aproximacion infinitesimal tabular, para obtener
este interesante punto del dominio. Por tltimo, el solo hecho de realizar operaciones algebraicas
con funciones cocientes, como producto o diferentes potencias, ocasiona que existe un
“movimiento” en la asintota original, (diferente a la asintota vertical que es incolume),
ocasionando seglin la operacion en otra asintota recta o en una asintota curva; todas ellas sin
contar con teoremas de resultados, en la actualidad'?.

Todo esto ofrece el siguiente avance conceptual en las asintotas en general, que se puede
definir como: "Una linea en donde la funcion cociente tiende a ella, para valores puntuales
y extremos en el dominio”, en las siguientes tipologias: 1) Asintota vertical: como una recta
vertical a donde la funcion cociente tiende para valores puntuales en el dominio; donde el limite
de la funcion es de resultado infinito denominado indefinido. 2) Asintota horizontal: como una
o dos rectas horizontales hacia los infinitos, a donde la funcion cociente tiende para valores
extremos del dominio; donde el limite al infinito de la funcién tiene por resultado un ntimero
real. 3) Asintota oblicua: como una o dos rectas inclinadas en sentido de los infinitos, a donde
la funcidn cociente tiende para valores extremos del dominio; cuya deduccion requiere del limite
al infinito, en la estrategia actual conocida de descubrir su pendiente con f(x)/x, y de existir se
calcula su corte en f(x) — a(x). 4) Asintota curva: como una funcidn algebraica o trascendente,
donde la funcion cociente tiende para valores extremos del dominio; cuya deduccion y grado
provienen de los teoremas y deducciones expuestos en este trabajo en la generalizacion del
estudio del limite al infinito de la funcion. 5) Sintota: es toda asintota diferente a la vertical,
donde la funcién cociente tiende para valores extremos, donde pueden ocurrir intercepciones en
uno, varios o infinitos puntos conocidos del dominio.

DISCUSION E IMPLICACIONES PEDAGOGICAS

El aporte en el avance del conocimiento principal de esta investigacion esta, en que
demuestra la existencia y deduccion de asintotas curvas o representadas por otras funciones del
plano, diferente a la funcion cociente. Existencia que puede y debe ser estudiada en la
matematica basica universitaria, en al menos sus existencias, 0 como avance en analisis
matematico en sus deducciones y teoremas donde se exige una importante ampliacién del

concepto actual; en la nueva definicion general de asintotas en las tipologias expuestas.

12 En innumerables ejercicios realizados, he llegado a la conclusion de que se pueden generar teoremas al respecto,
sobre el movimiento de las asintotas no verticales. (El autor).
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De hecho, el planteamiento como la posibilidad l6gica en la existencia de las asintotas
representadas por funciones transcendentes, de otras funciones cociente demuestra que la
propuesta tiene valor y consecuencias dignas de investigar, en el mundo de la matematica inicial
universitaria; donde este trabajo genera el debate y posibilidad de realizar el estudio para
normalizar las ecuaciones propuestas en adelante con el uso de la simbologia de la sumatoria o
con alguna otra aplicacion algebraica, para expresarlas analiticamente, con la formalidad
matematica requerida.

En definitiva, el uso del método “Grafica de Relaciones” es un elemento didactico
importante en la enseflanza de la matematica bésica, que resulta en una retroalimentacion del
concepto; la grafica de las funciones, manual o asistido con un software para este fin permite
“Ver” sus caracteristicas y propiedades, a la vez que ofrece el aporte de la comparacion y
confirmacion de resultados analiticos y tabulares.

A nivel de la primera o segunda matematica universitaria, el descubrir las llamadas ahora
“Asintotas curvas” es una posibilidad ejemplar en las aplicaciones del limite de una funcion, e
incluso como novedad en el mundo de la matematica numérica por aproximaciones, entre estas
posibilidades tenemos: 1) Investigar sobre el uso y deduccion de estos conceptos en la ensefianza
de la matematica basica universitaria, que contengan el tema de la aplicacion del limite de una
funcion, como didactica aplicada en la pedagogia matematica. 2) Con los resultados que se
sefialan queda como reto al investigador la demostracion de la deduccion propuesta y el
descubrir la deduccion analitica de las asintotas curvas trascendentes, en la formalidad
matematica, 3) Estudiar la existencia general de “Sintotas” rectas o curvas en funciones
algebraicas o trascendentes del plano cartesiano, es de interés y un estudio particular del limite
de una funcion, pueden entonces descubrirse teoremas que permitan a priori, afirmar la

existencia de estas “Con toque”, por el grado y los coeficientes de las funciones a dividir.
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